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A Sharpe-hanyados-fliiggvény és becslése neves
portfélidkon

E tanulmany a Sharpe-hanyadost dinamikusan kezeli, vagyis nemcsak azt tekinti, hogy
egy adott portfolioval kapcsolatban mennyi a - szorassal mért - egységnyi kockazatra
juté prémiumhozam (azaz a portf6lio varhaté hozamanak és a kockazatmentes kamat-
labnak a kiil6nbsége), hanem a kamatlab fiiggvényeként allitja el6 a Sharpe-hanyadost.
Ehhez ismerni kell az atlaghozam és a kockazat portfdliora jellemz6 kapcsolatanak
analitikus formajat. Megallapitottuk, hogy a Sharpe-hanyados-fiiggvény szigortiian
csokkeno konvex a kamatlab azon szakaszain, amelyekhez tartozé atlaghozam-koc-
kazat feliileten nincsenek téréspontok (azaz differencialhato) a kockazatos papirokra
vonatkozoan. Amikor viszont a kamatlabtartomanyhoz egy toréspont tartozik (vagyis
a hatékony feliilet nem differencialhatd), a Sharpe-hanyados-fiiggvény ezen tartomany-
ban linearis (és csokkend). Mivel a piaci portfoliok negativ befektetéseket nem tartal-
mazhatnak, a hatékony feliilet soha nem differencialhaté. Empirikus adatok alapjan
vizsgaltuk az index viselkedését a DAX 40 és a BUX 5 kosarakra, majd a 2015 és 2024
kozotti évek kiilonbozo idészakaira eléallitottuk a hatékony feliiletek analitikajat és
ennek nyoman a Sharpe-hanyados-fiiggvényeket. Fontos megallapitasaink kozé tarto-
zik, hogy a DAX Sharpe-hanyadosa a 2022. februar és 2024. december kozotti (habortis)
adatokra lényegesen magasabb, mint a 2015-2024-es id6szakra, ugyanakkor a BUX
Sharpe-indexe csak fele a DAX-énak. Az utobbi idészakban viszont a BUX 5 atlagho-
zama a jelenlegi kapitalizacios adatok alapjan kozel kétszerese a DAX 40-ének.*
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The Sharpe-ratio function and its shape for some renowned portfolios
JOZSEF VOROS, DANIEL KEHL AND GABOR RAPPAT

The Sharpe-ratio is a popular financial indicator. This paper defines the Sharpe-ratio
function, which explicitly illustrates the dynamic evolution of the risk premium (the
portfolio’s return minus the risk-free income) in relation to risk (the portfolio’s var-
iance). The Sharpe-ratio function requires knowledge of the composition of the effi-
cient mean-variance frontier. We demonstrate that the Sharpe-ratio function is
a strictly convex and decreasing function when the mean-variance frontier is differ-
entiable, and (decreasing) linear when it is not. However, market portfolios may not
include negative investments in a security (short selling is impossible), and the effi-
cient frontier of the portfolios may not be differentiable at every point (for example,
at the terminal point). We empirically test this over the 2015-2024 period, exhibiting
the shapes of the mean-variance efficient frontier and the Sharpe-ratio functions for
portfolios such as the DAX 40 and the BUX 5. Among our key findings, we observe
that the DAX 40’s Sharpe-ratios for the wartime period (February 2022 - December
2024) are significantly higher than those for the 2015-2024 period. The BUX 5 com-
prises only half of the DAX 40’s Sharpe-ratios. However, during this latest period the
BUX 5 exhibited a return twice as high that of the DAX 40.

Journal of Economic Literature (JEL) codes: G11, G12, Cé61, C63.

Keywords: Sharpe ratio, efficient portfolio, risk-return surface, portfolio optimiza-
tion, DAX 40, BUX 5.

Bevezetés

A Nobel-dijas kozgazdaszok kutatdsi teriileteit attekintve mintegy tucatnyi olyan
nevet talalunk, akik eredményeket mutattak fel portféliok tulajdonsagait vizsgalva.
Koztiik 6t-hat olyan tudds is szerepel, akik a hatékony (portfolio)feliilet meghatarozd
tulajdonsagait fedezték fel. A hozam-kockazat sikban egy portfolio a hatékony felii-
leten fekszik, ha ugyanolyan kockazati szinten nincs olyan portfélié, amely nagyobb
hozamot adna, vagy ugyanakkora hozamszinten kisebb kockazattal jarna, illetve
nagyobb hozammal és kisebb kockazattal rendelkezne. Markowitz (1956, 1959),
valamint Markowitz és Todd (2000) modelljeit leegyszerisitve (elhagyva a tobbnyire
szubjektiv, potlolagos linearis feltételeket), az altalanos portfolidproblémat a kovet-
kez8képpen fogalmazhatjuk meg:

>ox =1, (1a)
zn:aixi =E, (1b)
i=1

V@iztgftx( ) mln szﬂx]xt = ' (1C)

]111

E felirasban x, a befektetés (amelyet egységnyinek tekintiink) azon aranyat hata-
rozza meg, amelyet az i értékpapir vasarlasara szanunk, és a Stoxx nevi portfolioban
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(példaul FTSE 100, Euro Stoxx 50) n értékpapirt tekintiink, tovdbba a, ezen egység-
nyi befektetés vdrhat6 hozamat jeloli, v, pedig az i-edik és j-edik értékpapir hoza-
mai kozotti kovarianciat méri. Az (la) feltétel azt fogalmazza meg, hogy egységnyi
tokét fektetiink be, amit6l E hozamot varunk, és ezt paraméternek tekintjiik, amit
az (1b) feltétel fogalmaz meg. Az (1c) kifejezés a befektetéstdl elvart E hozamhoz tar-
tozé minimdlis szorasnégyzetet adja meg, amelyet a viselt kockazattal azonositunk.
Erdemes megjegyezni, hogy az (1) leiras egy konvex, parametrikus programozasi fel-
adatot fogalmaz meg, amelynek legfontosabb terméke egy konvex parabola, amely-
nek fiiggetlen valtozdja az elvart hozam (E) lesz, formdja pedig a viselend6 kockaza-
tot adja meg, ami egy szimmetrikus alakzat. A parabola minimumpontjat megado
hozamnal kisebb hozamokhoz tartozd kockazatok nem érdekelnek benniinket, mert
e kockazati szintekhez (a minimumpont jobb oldalan) magasabb hozamok tartoz-
nak. Kovetkezésképpen, a Voo (E) kifejezés a Stoxx nevii portfélié6 minden széba
joheté hozamahoz meghatarozza ugyan a legkisebb kockazatot, de értelemszertien
benniinket csak a minimumhozamnal magasabb hozamok érdekelnek, mert ezek
alkotnak hatékony feliiletet. A Short megjegyzés pedig azt fejezi ki, hogy a befektetési
valtozok negativ értéket is felvehetnek, azaz a shortolas megengedett. Merton (1972)
felfedte ezen fiiggvény analitikus formadjat is, amikor a v, kovariancidkbdl felépitett
V kovarianciamatrix pozitiv definit, és az a, értékek kozott kiilonbozék is vannak:

0xX 2 2dE +
Voo (E)= fEefdze

ahol f = ijlzjzlcji,d = ijlzrzlcﬁai,ése = Z:lezqzlcﬂajai,és ca Vkova-
rianciamatrix inverzét kifejezé C matrix j-edik soranak i-edik eleme. A (2a) kifejezés
tehdt csak akkor létezik, amikor az értékpapirok varhaté hozamai nem mind egyfor-
mék, tovabbd az is bizonyithatd, hogy az ef — d” kifejezés pozitiv, és az fis, hiszen ez
az inverz matrix elemeinek Osszege, amely a pozitiv definitség miatt pozitiv. A (2a)
haszon-kockazat feliilet tehat egy konvex parabola, amelynek névekvo ive megadja
a haszon-kockazati hatékony feliiletet. Analitikus formdkat tudunk adni a javasolt
befektetési strukturara is (Voros, 1986):

(e—dE)Zn;cﬁ —i—(fE—d)Zn;cﬁai

xj (E> = ef e

, (22)

(2b)

A kockazat nélkiili befektetés lehetségének modellbe vonasa vezet el benniinket
a Sharpe-féle hanyadoshoz: a Sharpe-hanyados (Sharpe, 1963, 1964, 1970) a hozamot
a kockazattal aranyositja, és azt fejezi ki, hogy egy adott portfolio esetében az egységnyi
kockazatra mennyi kockazati prémium jut, ahol most a kockazatot a portfélidhoz tar-
tozd szoras fejezi ki (a szorasnégyzet helyett). A kockazati prémium pedig a portfélionak
akockazat nélkiili hozam feletti hozama. Vonjuk be most az (1) modellbe a kockazat nél-
kiili hozamot, amelynek egységre juté nagysagat jelolje r. A megoldand¢ feladat tehat:

in—k)/:l, (3a)
i=1
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Zn:aix,. +ry=E, (3b)
i=1
Vo (E)= min > v,x,%, (30)

ahol y a kockazat nélkiili papirba fektetett téke aranyat jeloli. Amikor y=1, akkor
minden pénziink a kockazat nélkiili papirokban van, és hozamunk biztosan r lesz.
Amikor y=0, minden pénziink kockazatos papirokban van, és problémank az (1)
alattival azonos. Buser (1977) megadta a fenti modellben megfogalmazott hatékony
feltilet analitikus formajat:

2
E—r
VSshthtx (E> - 2( ) >
fro—2dr+e
amely forma kiilondsen érdekes, mert a szamlalo teljes négyzet. Amikor a kockaza-
tot a szorassal mérjiik, akkor a haszon-kockazat fliggvény egy egyenes tehat, amely
az E=r pontban megy at a hozamtengelyen.

@)

1. dbra
A (2a) és a (4) modell altal meghatarozott hatékony feliiletek négyzetgyokei

A

E —r

frP—2dr+e

\/

Megjegyzés: a fuggoleges tengely a szorast mint kockazati mérészamot, a vizszintes pedig
a varhat6 hozamot mutatja.

Amikor tehat y=0, vagyis minden pénziink kockazatos papirokban fekszik, a (4)
E,—r

prémium pedig E, — r, amikor az elvart hozam E,. Ezért az 1. dbrdn az érintési pont-
hoz tartozé Sharpe-hanyados:

E —r
E,—r)i—— " _ & odry (5a)
( r) JfrP—2dr+e U e :

(az r pontnal a linedris egyenes és a vizszintes tengely altal bezart sz6g kotangense).
A kapott eredmény egyik érdekessége, hogy a Sharpe-hanyados az elvart hozam-
szintt6l fiiggetlen, tovdbba a kockazat nélkiili kamatlab fiiggvényében konvex. Vegyiik

formula a kockdzatos befektetések szordsat is méri, ami , a kockézati
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észre tovabba, hogy a négyzetgyok alatti fliggvény formaja r-ben azonos a (2a) kifeje-
zés szamlaldjaval, a Sharpe-hanyados alakulasa tehat azonos a kockdzatos befektetések
hatékony feliiletével, a ketts egy konstanssal [az (ef — d°) reciprokdval] szorozva egyen-
16vé tehet6. Mindkét fiiggvény minimumpontja az E = d/f, illetve r=d/f pontban van.
E pontig a parabola csokkend, utana ndvekvd. A kockazatos papirokkal kapcsolatos
(2a) fiiggvénynek azonban csak a d/f < E hozamokhoz tartoz6 (névekvd) parabola ivét
kell tekinteniink, hiszen a minimumponttdl balra es6 hozamokhoz tartozé kockazati
szintekhez magasabb hozamszintek tartoznak a szemkozti oldalon. A hatékony feliilet
tehat a (2a) parabola jobb oldala, amelynek a négyzetgyokéhez huzott érint6 [amelyet
a (4) négyzetgyoke ir le] meredeksége E-ben novekvd lesz.

Kovetkezésképpen: amennyiben a kockdzatos értékpapirok varhato hozamai kiilonbo-
z0k lesznek, a Sharpe-hdnyados-fiiggvény, amely nem mds, mint a (4) kifejezés négyzet-
gyoke meredekségének reciproka, r-ben egy monoton csokkend konvex fiiggvény.

A fenti eredmények (a fenti d6lt betlis megallapitas nélkiil, mert az nem volt ismert)
empirikus megfigyelésekre alapozott kritikaja tjabb Nobel-dijakat eredményezett.
Fama és French (2004) tanulmanya foglalja 6ssze a problémakat, ismertetve a Fama-
French-féle (1996) haromfaktoros modelljitket. Ezek lényegi vadpontja pedig az,
hogy az empirikus megfigyelések nem igazoljak vissza az elméleti dsszefiiggéseket.
Markowitz (2005) valasza a kritikdkra, hogy az eltérés természetes, mert a CAPM-
(Capital Asset Pricing Model) elmélet szarmaztatasanak feltételei nem azok, amelyeket
az empirikus elemzés soran figyelembe vesznek. Brennan és Lo (2010) tovabb er6siti
e gondolatsort azzal, hogy mindazon hatékony hozam-kockazat feliiletek, amelyeket
olyan portfoliok feszitenek ki, amelyek negativ befektetést (shortolast) tartalmaznak,
lehetetlen hatékony feliiletek. Ugyanis az 1. dbrdn is lathato érintési pontban, az ugy-
nevezett piaci portfélioban negativ hanyad nem lehet, hiszen negativ kapitalizacio
nem létezhet. Marpedig az empirikus eredményeket mindig a (2a), illetve a (4) fiigg-
vényekhez hasonlitjak, ott viszont a befektetési hanyadok nem el6jelkotottek. Az (1),
illetve a (3) modelleket ki kell tehat egésziteni az x,>0, i=1, 2, ..., n feltételekkel,
e vizsgalat eredménye pedig lehetséges hatékony feliileteket ad.

A nemnegativitasi feltételek kirovasa ujabb Nobel-dijas kozgazdaszt hoz a képbe.
Dybvig (1984) ugyanis olyan portfolidproblémakat definialt gyakorlatilag végtelen
szamban, amely portféliok hatékony hozam-kockazat feliiletei toréspontokat tartal-
maznak. Dybvig hires portfélioproblémajanak inputjai az alabbiak:

o 0 0
a'=[1,3,4, V=0 1+8 2 |
0 2 4+90

ahol 0 egy paraméter. Tételezziik fel, hogy egy algoritmus vagy egy angyal meg-
mondja az elérheté hozam (az [1, 4] zart intervallum) minden pontjara, hogy mely
részvényekbe milyen pozitiv aranyban kell befektetniink a minimalis kockazat eléré-
séért. Jelolje M ezen pozitiv valtozok halmazat egy adott pontban. Dybvig megmu-
tatta, hogy ha 0 <9< 1/3, akkor az E=4 pontban minden pénziinket a harmadik
részvénybe kell helyezniink, amit M{3} szimbolummal jelliink. Azt is eldrulta, hogy
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amikor az elvart hozam a 3 < E <4 intervallumban van, akkor a méasodik és a har-
madik részvénybe kell befektetniink, tehat halmazunk osszetétele: M{2,3}. E=3-ra
M{2} halmazunk van, vagyis minden pénziink a masodik részvényben van.

2. dbra
A Dybvig-probléma hatékony feliilete 9=0,1-re
2,5
— M{1,2}
M{2,3}
2,0
r=0,9
...... r=17
1,5 1
1,07 e
0,5 . J e
0 "
_0,5 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
QSO AN FEINON®LAD NN EINON DN AN EINO N 0N
SO = = A A = = = A AN AN AN AN AN NN NN NN 000 <
Megjegyzés: a fiiggoleges tengely a szorast mint kockazati mérészamot, a vizszintes pedig

a varhato hozamot méri.

Alehetd legkisebb kockazatot az E= 1,16 hozamnal érjiik el, és egészen az E = 3 hoza-
migaz elsé és a masodik részvénybe kell fektetniink, tehat a pozitiv valtozok halmazat
az M{1,2} szimbolum jelzi. A hatékony felilletnek az E=3 pontban téréspontja lesz
(azaz nem differencialhato), kovetkezésképpen ezen torésponthoz sok kockazat nél-
kiili fix kamatlabpontbdl htizhaté érinté. Ezeket foglalja 6ssze a 2. dbra, ahol jol kive-
hetd, hogy amikor a kockazat nélkiili hozam az 1 <r<1,78 intervallumban van, az
ezen intervallumbol huzott érinték a varhaté hozam = 3, kockazat (szoéras) = 1,1 pon-
ton mennek keresztiil. A 2. dbrdn — mivel csak egy-egy pontot képeznek — nem jel6l-
tik killon az M{3} és az M{2} halmazt. Az M{3} tehét azt jel6li, hogy a portf6lio
egyetlen részvénybdl all, a harmadikbol. Ennek hozama a legnagyobb, E=4, azaz
a hatékony feliilet jobb felsé cstcsat foglalja el. Ha a kockazatot csokkenteni akar-
juk, a masodik részvénybe is kell fektetniink; ekkor portfolionk két részvényt tar-
talmaz, a kettest és a harmast. Az utolso, bal oldali szakaszt az egyes és kettes rész-
vény teszi ki. Dybvig (1984) megmutatta, hogy ha a hatékony feliileten téréspont van
(nem differencialhato), akkor a portfolidt olyan részvények alkotjak, amelyek varhatd
hozama azonos. Ekkor viszont a (2a) fiiggvény nem létezik e pontban, mert annak
feltétele, hogy a portfolio olyan részvényeket tartalmazzon, amelyek hozamai kiilon-
boznek. A Sharpe-hanyados is érdekes format mutat, mivel a toréspontokban ekkor
a,=a;=aminden, a portfolidban levd i-re és j-re. Kénnyen ellendrizhetd, hogy ilyen-
kor d=fa, illetve e=fa’. A Sharpe-hdnyados (jeloljiik ezt SR-rel) pedig igy alakul:
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SR(r)=+/fr* —2far+ fa’ :\/ﬂr—a‘. (5b)

Kovetkezésképpen: a Sharpe-hdnyados azon pontban, ahol a hatékony feliileten torés-
pont van, a kockdzat nélkiili kamatlab novekedésével linedris ardnyban csokken, tekin-
tettel arra, hogy csak az r < areldcio johet szoba. (A 2. dbrdn az r értékei az 1-1,78 sav-
ban mozognak, vagyis mindkét érték kisebb 3-ndl.)

A Dybvig-probléma 0= 0,1-re ad6d6 megoldasat foglalja 6ssze az 1. tdbldzat,
listazva az egyes intervallumokhoz tartozoé e, f, d értékeket. Ezekbdl felirhatok az
intervallumokhoz tartozé parabolaivek a (2a) képlet alapjan, valamint a Sharpe-
hanyadosokat leiré fiiggvények az (5a-b) képletek alapjan.

E tablazat alapjan késziilt a 3. dbra, amelyen a siillyed6 vonal a Sharpe-hanyadost
reprezentalja. Mint jeleztiik (és a 2. dbrdn is lathato), a hatékony feliiletnek torés-
pontja van az E =3 pontban, és a vizszintes tengely 1 <r <1,78 intervallumabdl
érint6k huzhatok a kockdzatos részvények hatékony feliiletéhez. Ezen intervallum-
ban a Sharpe-hanyadosok egy egyenesen foglalnak helyet, miként ez jol lathato
a 3. dbrdn ezen a szakaszon.

3. dbra
A hatékony feliilet és a hozzd tartozo6 Sharpe-hanyados
2,5 4
—— Sharpe{1,2}
...... Sharpe{Z}
Sharpe{2,3
2,0 \ pei23) -
Sharpe{3} I
—-- ML) -
"""" --= M3} -7
L5494 Ty -7
'0. 7’
., Re
., -7
. ’/
1,0' ’a’/
05 - =T
O T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
AL ANITNLHRRAS IO HINONQHS= NN TInY”0RS
SO = A~ A A A AF AN AN A AN NN NN NN NN NN n <

P

Megjegyzés: a fliggbleges tengely a szorast mint
a varhaté hozamot méri.

ockazati mérészamot, a vizszintes pedig

Az érdekességeknek még mindig nincs vége, ugyanis Dybvig megmutatta, hogy ha
0=1/3, akkor E=3-ban ugyanugy a masodik részvénybe kell minden pénziinket fek-
tetniink, viszont a hatékony feliiletnek nem lesz toréspontja. A 4. dbra mutatja a kisi-
mitott gorbéket a shortolasi lehetdséggel adddd hatékony (nem lehetséges) hozam-
kockazat feliilettel egyetemben. (Azért, hogy széthuzzuk a fliggvényeket, a fliggéle-
ges tengelyen most a szorasnégyzetet mutatjuk.) Az abra ravilagit egyuttal arra, hogy
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a shortolas/nem shortolas eredménye meglehetdsen kiilonb6z6; nem mindegy tehat,
hogy az empirikus eredményeket mihez hasonlitjuk.

4. dbra
Hozam-szérasnégyzet hatékony feliilet (Dybvig-feladat shortoldssal, illetve a nélkiil)
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Megjegyzés: M{1,2} és M{2,3} kozott most nincs halmaz; egyetlen részvényt csak az M{3}
tartalmaz a jobb fels6 végpontban. A fiigg6leges tengely most a szérasnégyzetet mint kocka-
zati mérészamot, a vizszintes pedig a varhaté hozamot méri.

Voros és szerzétarsai (1999) megadtak a sziikséges és elégséges feltételét annak,
hogy a hozam-kockazat felillet mikor differencialhatd, és mikor nem. Vo6ros és
Rappai (2026) egy hatékony eljarast dolgoztak ki a lehetséges hatékony feliiletek el6-
allitasara, vagyis arra az esetre, amikor a befektetési valtozok negativ értéket nem
vehetnek fel. A kidolgozott algoritmus segitségével konnyen azonosithatdk a haté-
kony feliiletek nem differencialhaté pontjai, ahol a Sharpe-hanyados érdekes, spe-
cialis tulajdonsagot mutat.

A kovetkezd részben ismertetjiik a hatékony feliilet tulajdonsagait elemz6é munka-
kat, azt kovetden kozreadjuk a DAX 40 hatékony feliiletének leirasat, majd bemutat-
juk a BUX hasonld elemzését. Végiil 6sszefoglaljuk a kovetkeztetéseinket.

A hatékony feliilet alakjaval foglalkozé fontosabb szakirodalmi
forrasok

Az atlaghozam-variancia vagy a hozam-kockazat elemzése a modern portfolio-
elmélet egyik legtobbet alkalmazott teriilete, amely azon a feltételezésen alapul,
hogy a befektetdk teljes korti informacié birtokaban racionalis befektetési dontése-
ket hoznak. Az elemzés sordn a befektetk azt mérlegelik, hogy mennyi kockdzatot
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hajlandoék véllalni kiilonb6z6 szinti hozamokért cserébe. A probléma felfoghato
akar két célfiiggvényes dontési problémanak is (Steuer, 1986). Fama és MacBeth
(1973) ota szinte kozmegegyezés, hogy az atlagos piaci kockazatot a piaci portfoliot
reprezentald tézsdeindexbdl szamitott hozam varianciajaval (vagy annak gyokével,
tehat szérasaval) kozelitjik. A portfolidelemzés alapfeladata, hogy meghatarozza
az adott befektetési lehetéségekbdl képezhetd portféliok hatékony hozam-kocka-
zat feliiletét. Az el6z6 fejezetben emlitett forrasok és témak mellett els6ként emlit-
jitk a Sharpe (1964), Lintner (1965) és Mossin (1966) altal kidolgozott, mar emlitett
tékepiaci arfolyamok elméletét (capital asset pricing model, CAPM), tovabba a Ross
(1976) tanulmanyaban bemutatott arbitrazsértékelés-elméletet (arbitrage pricing
theory, APT), amely tanulmanyok kézéppontjaban a Sharpe-hanyados és a portfolio
b egyiitthatéjanak értelmezése és becslése dll. Szamos pénziigyi alkalmazasban, pél-
daul az eszkozarazasban, a portfélidvalasztasban vagy a kockazatkezelésben a piaci
b, valamint a Sharpe-hdnyados szerepe mindig is kiemelked6 volt. A kritikus pénz-
tigyi mutatok haszndlata egyrészt — elméleti oldalrol - feltételezi a hatékony feliile-
tek tulajdonsagainak alapos ismeretét, masrészt szitkségessé teszi a kapott elméleti
eredmények empirikus tesztelését.

A lehetséges portfoliokbol képzett hatékony hatarfeliilet alakja komoly kihivasok
elé allitja a kutatokat. Zhang és Nie (2005) a kockazatos eszkozokre vonatkozo haté-
kony és megvalosithatd portféli6 meghatarozasanak problémajat targyalta tigy, hogy
figyelembe vette a befektetési eszk6zok részaranyara vonatkozé nemnegativitasi kor-
latozasokat. Zhang és Wang (2008) ezt az elemzést kiterjesztette olyan esetekre is,
amikor hitelfelvétel is megengedett. Qi és szerzétarsai (2009) az atlaghozam-variancia
hatékony hatdrdnak pontozott dbrédzolasat adja, megjegyezve, hogy a hatékony hatar
alegtobb esetben nem olyan sima, mint ahogyan azt az osztalytermekben abrazoljak.
Valojaban ha a negativ stulyok nem megengedettek, a lehetséges hatar soha nem dif-
ferencialhat6, mert a maximalis elérhet6 varhaté hozam diszkrét pontban végzédik.
De, mint a bevezet&ben felfedtiik, a probléma még ennél is tobb meglepetést tartogat:
Dybvig (1984) azt talalta, hogy a standard portfélié esetében, shortolast nem meg-
engedve, ha a kockazatos papirok hatékony feliiletén van téréspont (2. dbra), akkor
az ezt meghatarozo portfélioba tartozo értékpapiroknak ugyanaz a varhaté hozama,
de ennek az allitasnak a forditottja nem biztosan igaz. Toréspont esetén végtelen
sok kockdzat nélkiili kamatpontbol huzhato érinté a piaci portfélidhoz, és a teljes
CAPM-elmélet megbillen, alkalmazasa nagyobb figyelmet igényel. Voros és szerzo-
tarsai (1999) megadtak a differencialhatdsag sziikséges és elégséges feltételét, vagyis
tisztaztak: ha a portfélioban levd papirok atlaghozama azonos, a hatékony feliilet-
nek mikor van, és mikor nincs toréspontja. Mint fentebb megmutattuk, a Sharpe-
hanyados viselkedését e tényezd lényegesen befolyasolja. Kernstens és szerzotarsai
(2012) empirikusan szemléltetik, hogy az iranyvektor megvalasztasa miként befo-
lyasolja a hatékony hozam-variancia portfoliok relativ rangsorat, szines térképeket
is szolgaltatva a 78 eszkozt tartalmazo pénziigyi univerzumukra. Guijarro (2018)
egy Ujszer(i hasonldsagi mérészamot vezet be, amely a lehetséges és a nem lehetséges
portfoliokat hasonlitja 6ssze. Késdbb Guijarro és Tsinasladinis (2021) tovabbi meg-
kotéseket vezettek be az eszkozokbe befektetendd 6sszegek maximalis és minimalis
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nagysagara. A heurisztikus algoritmust és a kvadratikus programozast egyiittesen
alkalmazva egy uj eljarast dolgoztak ki. Steuer és tarsai (2024) egy Uj eljarast mutat-
tak be a hatékony feliilet el6allitasara, amikor a portféliokra kardinalitasi feltételeket
vezettek be. A korrelacids matrix apro perturbéacidjaval lehetéség nyilik meglehetd-
sen nagy méretl portfoliok esetén is a hatékony feliilet eldallitasara.

A kockaztatott érték (value-at-risk,VaR) fogalmanak bevonasa a portfolidelemzésbe
j kutatdsi iranyokat hozott létre. Ez ugyanis tovabb novelte a figyelembe veendé korla-
tok szamat, novelve a szamitasi nehézségeket, de ezek az ij modellek szdmitasba veszik
a leértékelddési kockazatot is (Duffie & Pan, 1997). Mivel ezen modellek eltekintenek
a VaR feletti veszteségektol, Rockafellar és Uryasev (2000) bevezette a feltételes kockaz-
tatott érték fogalmat (C-VaR), amelyet késébb Kiterjesztettek altalanos veszteségelosz-
lasokra is (Rockafellar & Uryasev, 2002). Cesarone és szerzOtarsai (2023) a klasszikus
varhat6 hozam-kockazat modellhez olyan VaR-feltételt adnak, amely figyelembe veszi
a szabalyozdi elvarasokat. Ezek eredménye altalaban még bonyolultabb, kevert egész
értékil matematikai programozasi feladat, amelyet altalanosan ismert szoftvercsoma-
gokkal (Gurobi, GAMS, genetikus algoritmusok) oldanak meg.

Bar amikor a tantermekbe 1épiink, 6sztondsen egy folytonos, jol viselkedd gor-
bével jellemezziik a haszon és a kockazat kozotti osszefiiggést, valos portfoliok
(FTSE 100, Euro Stoxx 50, DAX 40) hatékony varhaté hozam-kockazat 6sszefiig-
gését leird fiiggvényt senki sem latott. Tovabbi célfiiggvényt adva a portfolioprob-
lémdhoz, Qi és szerzétarsai (2017) egy olyan formulat fogalmaztak meg, amely-
nek segitségével meghataroztak a hatékony feliiletet, de el6jelkotetlentil. Bodnar és
szerzOtarsai (2017) meghatdroztak a hatékony feliilet globalis minimumpontjat, de
szintén eljelkotetlentil. Még ez el6tt, Bodnar és Gupta (2015) foglalkoztak a hoza-
mokra jellemzd aszimmetriaval, és megmutattak, hogy ennek jelentds hatasa lehet
a globalis minimalis kockazatu portfélié szerkezetére. Amikor a minimalis koc-
kazattal jar6 portfolié analitikus formajat Qi és Steuer (2020) meghatarozta, a cél-
fuggvények szama akar a harmat is feliilmulta. De Qi és Steuer (2025) még tovabb
folytattak a hatékony feliilet explicit analitikus formainak meghatarozasat: anali-
tikus formékat hataroztak meg olyan portfolioproblémakra, amelyek esetében az
elérendd célokat tobb kvadratikus fliggvény irja eld.

A klasszikus portfolioprobléma hatékony feliiletet eldallit6 analitikus formdjanak
meghatarozdsara Voros és Rappai (2026) dolgoztak ki algoritmusokat, amelyek leir-
jak a varhaté hozam alakulasanak fiiggvényében a minimalis kockazatot biztosito
lehetséges portfoliok szerkezetét és a feliilet explicit formajat. Ezek segitségével lehe-
tévé valik a Sharpe-hdnyados-fiiggvény meghatarozasa, amelynek formajat a beve-
zetében targyaltak szerint a feliilet differencidlhatésaga nagyban befolyasolja. Nem-
régiben Qi és szerzdtarsai (2024) is foglalkoztak a hatékony feliilet differencialha-
tosagaval, és a nemdifferencialhatosag intenzitasat szazalékokban hataroztak meg.
A kovetkezékben a DAX 40 portfolio szerkezetét tarjuk fel kiilonb6z6 iddintervallu-
mokra, amelyekre kiilon-kiilon meghatarozzuk a Sharpe-indexeket. Hasonld szami-
tasaink vannak a FTSE 100, valamint az Euro Stoxx 50 portfoéliora is, de a hatalmas
adatigény miatt csak a DAX 40-et mutatjuk be részletesen. Természetesen az érdek-
16d6 olvasdk szamara szivesen megkiildiink minden tovabbi informaciot.
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A DAX 40

A Sharpe-hanyadost leiré (5a-b) fiiggvények meghatarozhatdsaganak elsé feltétele
a varhaté hozam és kockazat kapcsolatat meghatarozo hatékony felillet meghata-
rozasa, amely két el6nnyel jar: egyrészt megismerjiik, hogy a hatékony feliilet mely
intervallumokban differencialhaté (vagyis nem tartalmaz téréspontot), és ekkor
az (5a) Osszefiiggés hasznalhato, valamint az is ismertté valik, hogy mely r sza-
kaszok tartoznak nem differencidlhaté pontokhoz, amelyekhez az (5b) formula
hasznalhat6. Mind a kizarolag kockazatos befektetéseket tartalmazo feliilet, mind
a Sharpe-index formait leir6 fiiggvények kulcsinputjai az e, f, d paraméterek, ame-
lyek mindig valtoznak, amikor a portfélidban pozitiv részarannyal rendelkezd rész-
vények halmaza megvaltozik. Az els6 halmaz mindig konnyen meghatarozhato: ez
alegnagyobb varhaté hozammal bir6 részvénybdl all (tegyiik fel, ennek kivalasztasa
egyértelmii), amikor is a teljes befektetendd osszegért ezt a részvényt vasaroljuk. Ha
kockdzatunkat csokkenteni szeretnénk, akkor mas részvénybe is kell fektetniink, és
igy tovabb. Hogy mi ezen halmazok sorozata, amely megmutatja az optimalis port-
folio Osszetételét, annak meghatdrozasara a Vords és szerzétarsai (1999), Voros és
Rappai (2026) tanulmanyokban leirt algoritmust, illetve szoftvereket hivjuk segit-
ségiil. Most — az irodalomban els6ként — a DAX 40 portfélidhoz tartozoé hatékony
feltiletet és a Sharpe-hanyados-fiiggvényt adjuk kozre.

Miként kozismert, a DAX 40 a legnevesebb 40 német véllalatnak a frankfurti tézs-
dén forgalmazott részvényeibdl allé portfolio. 2015. janudr 1-t6l napjainkig gyjtot-
tiik ezen részvények havi drfolyamadatait, amelyeket a Deutsche Borse biztosit. Az
arfolyamadatokbdl szarmaztattuk a havi hozamadatokat, majd ezekbdl a kovarian-
ciamatrixot. Megfigyeltiik tovabba ezen 40 vallalat piaci kapitalizacios értékeit is,
amibdl a portfolio osszetételére kovetkeztettiink. Az atlaghozamokat, az elnevezése-
ket, tovabba a kapitalizacios adatokat a fiiggelék FI1. tabldzata foglalja 6ssze. (Nagy
mérete miatt a kovarianciamatrixot nem kozoljiik, de igény esetén a kedves olvaséd
rendelkezésére bocsatjuk.) A 2015 és 2024 kozotti hdnapokra vonatkozé analizisiin-
ket a 2. tablazat foglalja 6ssze, amely a hatékony feliiletet kifeszit6 portféliok dsszeté-
telét irjale. A tablazat szerint, aki a legnagyobb (optimalis) kockazatot vallalja, annak
a Sartoriusba (jelolése SRT3) kell fektetnie minden pénzét, és ha a jové ugy viselke-
dik, mint a mult, akkor havi atlaghozama 2,8 (évi csaknem kozel 34!) szazalék lesz.
Ha kockazatat csokkenteni szeretné, akkor Rheinmetall-részvényeket is vasarolnia
kell (jelolése RHM) — végiil is a fegyver- és a gydgyszeripar nem rossz kombinacio.
Ekkor a hatékony feliiletet, azaz az E varhaté hozam fiiggvényében a minimalis koc-
kézatot (amelyet most a hozam szérasnégyzete mér) az 1286,2E* — 67,57E + 0,892
parabolaiv hatarozza meg. De csak a 0,0265 <E < 0,0284 intervallumban, mert az
E <0,0265 pontokban tjabb részvénybe, a HNR-be (Hannover Riick - egy pénziigyi
szolgaltato) kell pénzt helyezni, hogy kockazatunk tovabb csokkenjen. Ezek kisebb
kockazatot jelentenek, mint ha minden pénziink csak a Sartoriusban lenne, amikor
is a kockazati szint 0,0106 (az SRT3 hozamanak szérasnégyzete, amelyet a kovarian-
ciamatrix ad meg). Az E=0,0284 pontban a hatékony feliilet nem differencialhato,
és a 0,02462 < r < 0,0284 kockazat nélkiili hozamokra a Sharpe-hanyados-fiiggvény
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(csokkend) linedris lesz. Formdja [lasd (5b) osszefiiggés], a 2. tdbldzat utolsé sorabol
szarmazo f értékkel:

SR(r)=/f |r—a| =+/94,3(0,0284 ).

A kovetkez6 Sharpe-index-intervallum a 2. tdbldzat utolsé eldtti sorabdl:
0,009607 < r < 0,02462, amelyre az (5a) képlet felhasznalasaval adodd Sharpe-
hanyados-fiiggvény az alabbi:

SR(r) =/ fr —2dr +e =218,24r* —11,4r 40,1514,

és a tobbi intervallumra is hasonlé médon, a 2. tdbldzatbdl az e, f, d értékek fel-
hasznalasaval hatarozhatjuk meg a Sharpe-hanyados-fiiggvény adott szakaszanak
analitikus formdjat.

A fiiggelék F1. tabldzatdban kozolt kapitalizacios értékek alapjan jellemezhetjiik
a DAX 40 teljesitményét a 2015 és 2024 kozotti idészakra, megallapitva annak varhato
hozamat és kockazati szintjét. A DAX 40 hozamat az abban jelenleg szerepl6 részvé-
nyekkel hataroztuk meg, méghozza ugy, hogy az F1. tabldzatban lathaté hozamokat
stulyoztuk a kapitalizacids szazalékokkal. Pontosabban, az i-edik részvény ardnya egy
adott id6pontban: x;, = i’i ahol g, a j-edik részvény darabszdma, p; pedig az

j:lqu j
araa megfigyelt id6pontban. (Ezen x -értékeket lasd az F1. tabldzatban). A DAX 40 var-
, R 40 L, , . 40 40

haté hozama adott id6pontban: Zizlal_xi, szorasnégyzete pedig Zizlzjzlvijxixj.

Igy a 2015. janudr 1. és 2024. december 31. kozotti adatok alapjdn szdmolva az 4tlag-
hozamot, valamint a 2025. januar 1-i kapitalizacios adatokat tekintve, a DAX 40 var-
hat6 havi hozama 0,006624. A kockazati szint, azaz a szorasnégyzet megismeréséhez
akovarianciamatrixot tehat mind jobbrol, mind balrél megszoroztuk a kapitalizacios
szazalékokkal. A kapott kockazati érték: 0,002386. Az 5. dbrdn megjeloltitk a DAX
40-nek e teljesitményét, amely pontbdl kiindulva és parhuzamost huizva a vizszintes
tengellyel, megnéztiik, milyen hozamszintnél metsz bele a hatékony feliiletbe. Koz-
gazdasagi nyelven megfogalmazva azt nézziitk meg, hogy a DAX 40 jelenlegi kapitali-
zaciodja alapjan, ugyanakkora kockazatot vallalva, mennyi hozamot érhetnénk el opti-
malis befektetéssel. Az eredmény meglepd, hiszen azt latjuk, hogy a vizszintes vona-
lunk az E=0,024 hozamszinten metszi a hatékony feliiletet, vagyis a metszéspontnak
megfelel6 befektetés azonos volatilitds mellett tobb mint haromszoros hozamot igér.
A 2. tdbldzatot elemezve azt latjuk, hogy az E=0,024 hozamszint az M, hozamin-
tervallumaba esik, és e portfolioban négy részvény ardnya pozitiv. A (2b) képlet fel-
hasznalasaval adodik az optimalis befektetési struktira szazalékban: X .. = 37,89,
X gy = 30,03, X, , = 18,63, X, . = 13,45.

Kifejlesztett szoftveriink lehetévé teszi, hogy az adatbankban tetszéleges intervallu-
mokat jeloljiink ki. Talan meglepetést okoz néhany kijelolt intervallum teljesitménye,
ezért ezen intervallumok Sharpe-hanyados-fiiggvényeit hasonlitjuk 6ssze. A 3. tdbldzat
a2022. februar 1. és 2024. december 31. kozotti adatokkal mutatja be a hatékony port-
toliok szerkezetének alakulasat, amibdl kit{inik, hogy ezen kétéves idészak kiilonosen
magas hozamot biztositott a Rheinmetall-részvények tulajdonosainak. A tablazat még

SRT3
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5. dbra
A DAX 40 hatékony feliilete, shortolassal, 2015-2024
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Megjegyzés: a vizszintes tengelyen a havi hozamok, a fiiggéleges tengelyen pedig a szoéras-
négyzet szerepel.

tobbet arul el magarol, amikor tovabbi idészakokat vesziink elemzés al4, és ezen id6-
szakok hatékony feliileteit egy abraban mutatjuk be. A 6. dbra 6t id6intervallumhoz
tartozo kiilonboz6 hatékony feliileteket rajzol fel, és figyelemre mélto, hogy a haborus
id6szakot (2022. februar — 2024. december) jellemz6 hatékony feliilet minden pontja
felilmulja a békés iddszakbelieket (vagyis a 2015 és 2019 kozotti évek adatait). A habo-
rus iddszakban abszolut mértékben is nagyobb hozamokat lehetett elérni. Mint emlitet-
titk, ezen idészakban a Rheinmetall havi hozama strolja a 0,05-ot, vagyis az évi atlagos
60 szazalékot, mig a 2015-2024-es adatokkal ez ,,mindossze” 30 szazalék volt. Masrészt
a haborus iddszak hatékony feliilete nem metszi sehol még a békés idészak hatékony
feliiletét sem, ami az el6bbi felett helyezkedik el. Masként fogalmazva: barmilyen elvart
hozamszint mellett a haborus iddszak kevésbé kockazatos a t6zsdén.

A 2. és a 3. tablazatban szerepl§ e, f, d értékek felhasznalasaval fel tudjuk irni
a Sharpe-hanyados-fiiggvényt. A 2015-2024 kozotti idéintervallumhoz tartozo Sharpe-
hanyados-fiiggvény két elsé elemét az el6z6kben mar meghataroztuk. Hasonl6éan
jarunk el a tobbi rész eléallitasanal is. A 7. dbra hasonlitja 6ssze a [0,01, 0,05] kockaza-
tos hozamintervallumokra a 2015-2024, illetve a 2022. februar 1. — 2024. december 31.
kozotti iddszakokra vonatkozo Sharpe-hanyados-fiiggvényeket.

A 7 dbra vonalai mutatjak a DAX 40 részvényekbdl alkotott piaci portfolidkhoz
tartoz6 Sharpe-hanyadosokat, amelyek a kockazat nélkiili hozam valtozasaval fiigg-
vényt alkotnak, igy az index dinamikus alakuldsat kovethetjitk nyomon. Az abra
vizszintes tengelye a kockazat nélkiili hozamokat (kamatlabakat) méri, a fiiggéleges
tengely pedig az e kamatldbakhoz tartozé piaci portfélié Sharpe-hanyadosat mutatja.



A SHARPE-HANYADOS-FUGGVENY ES BECSLESE... | 163

6. dbra
A DAX 40 hatékony feliiletei kiilonb6z6 id6intervallumokban
0,018 A
— 2015-2023
0,016
------ 2015-2024
0,014 1
—-—— 2015-2019
0,012
2020-2024
0,010
2022-2024
0,008
0,006 /
/
/
0,004 J/
% 7
% I
0,002 1 /
B et
0 T T T T T T
(=] (=] [ (=] [ S S
(=] (=] (=] (=] (= S
o (=] (=] (=] (= =
— N [sa) < N \O
< < < < < <
(=] (=] (=] (=] (=] (=]

Megjegyzés: az évek a janudr 1-i értéket jelzik, a vizszintes tengely a varhaté hozamot, a fiig-
goleges a szorasnégyzetet méri.

A 2022-2024-es haborus idészakra vonatkozé Sharpe-hanyadosok minden kamat-
szinten feliilmuljak a 2015 és 2024 kozotti id6szak adatait. A DAX esetében relevans
10 éves futamidejt allampapirok atlaghozama a 2022. februar és 2024. december
kozotti idszakban 2,05 szazalék volt, azaz a havi hozam 0,00171-nek felel meg, és az
ehhez tartozé Sharpe-hanyados a 7. dbra szerint 0,62. Tekintsitk most a 2015 januarja
2024 decembere kozotti id6szakot: ekkor az allampapirok 10 éves atlaghozama évi
0,64 szazalék volt, vagyis a 7. dbra alapjan az r=0,0064/12=0,00053 havi hozam-
hoz 0,425 Sharpe-hanyados tartozik. A Sharpe-hanyados tehat a haborus iddszakban
mintegy 50 szazalékkal nagyobb.

Az 5. dbra magyarazatat kiegészitjiik még azzal, hogy az abra ravilagit a gazdasagi
modellez6k és az 6konométerek kozotti gyakori vitara. Bizvast allithatjuk példaul,
hogy abrank az elsé az irodalomban, amely a DAX 40 részvények lehetséges hatékony
feliiletét abrazolja. A legals6 vonalunk a shortoldssal ad6édé hatékony piaci portféliok
feliilete, amely tele van negativ befektetésekkel. Ezek Brennan és Lo (2010) szerint igy
nem lehetséges piaci portfoliokat tartalmaznak. Mint abrank is mutatja, ugyanolyan
kockazati szinten a shortolas mesés, 49 szazalékos tézsdei hozamokat igér, csakhogy
ezek nem lehetségesek a valosagban. Nem kell ezért csodalkozni, hogy az empi-
rikus megfigyelések sem igazoljak vissza ezeket a hozamokat. E szempontbol érdekes
lesz a kovetkez6 vizsgalatunk, amely azt mutatja, hogy shortolassal sem lehet maga-
sabb hozamokat elérni adott koriilmények kozott.
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7. abra

A DAX Sharpe-hanyados-fiiggvényei
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Megjegyzés: a fels6 vonal a 2022. februdr 1. és 2024. december 31., az alsé pediga 2015. janudr
1. és 2024. december 31. kozotti iddszakot jellemzi. A vizszintes tengelyen a havi kockazat-
mentes hozamok, a fiiggbleges tengelyen pedig a Sharpe-hdnyadosok szerepelnek.

A BUX5

ABUX 5 kosérba' a MOL, a Magyar Telekom, az Opus, az OTP és a Richter részvényeit
helyeztiik - ezek egyiitt a Budapesti Ertékt6zsde piaci kapitalizaciéjanak megkozeli-
téleg 95 szazalékat teszik ki. Mivel a kovarianciamatrixunk igy csak 5 x 5-8s, kozlé-
siik nem sok teret igényel. A fiiggelék F2. a) és b) tabldzatdban talaljuk a kapitalizacids
részaranyokat, a varhaté hozamokat és a kovarianciamatrixot.

Mivel az elmult tiz évben az Opus rendelkezett a legnagyobb atlagos hozammal, az
M, halmazba ez a részvény keriil, természetesen az 6sszes hatékony piaci portfolio koziil
a legnagyobb kockazattal. Ha kevesebb kockazatot akarunk véllalni, akkor - a Voros
és Rappai (2026) tanulmanyaban kozolt algoritmust alkalmazva — OTP-részvényeket
is vasarolni kell. A hatékony befektetések feliiletét és azok szerkezetét leir6 4. tdbldzat
alapjan a Telekom, majd a Richter és végiil a MOL kovetkezik, de az elérheté minima-
lis kockazat eléréséhez az OTP mar nem Kkell, és természetesen a portféliéo hozama is
kisebb lesz. A tablazat utolso6 sora szerint a minimalis (a rendszerben meglevd, nem
kikiiszobolhetd) kockazat az E=0,0094(=d/f) hozamszinten jelenik meg, a hozza
tartozé minimalis kockazati szint pedig 0,00191 (a szérasnégyzet). E tablazat alapjan

' A fentiekhez hasonlo vizsgalatot végeztiink az Euro Stoxx 50 és az FTSE 100 kosarakkal kapcso-
latban is. A nagy adat- és elemzési volumen miatt ezek kozlésére itt nincsen hely, viszont az érdekl6dd
olvasok szamara szivesen elkiildjiikk az eredményeket.
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késziilt a 8. dbra, de a jobb attekinthetdség kedvéért csak az E=0,01815 hozamszin-
tig, vagyis az M, halmaz végpontjdig mutatjuk be az értékeket. Az analizis érdekessége,
hogy a 0,0093 < E < 0,01108 hozamintervallumban mind az 6t részvény aranya pozitiv
a portfolioban, tehat a hatékony feliilet shortolas nélkiil is tartalmazza az 6t részvényt.
Mivel a shortolas megengedésével nyert (lehetetlennek nevezett) hatékony feliilet mindig
Ot részvényt tartalmaz, nincs tehat kiilonbség a lehetséges, illetve a lehetetlen hatékony
portfoliok kozott az M, halmaz altal meghatarozott intervallum felett. S6t az M, halmaz
elott és utan kovetkezd halmazok hatékony feliiletét dsszevetve az eldjelkotetlen esettel,
a két hatékony feliilet szinte egybeesik, a kiilonbség nem is abrazolhaté. Igy nem alakul-
nak ki talzott varakozasok a pénziigyi piac teljesitményével szemben.

A piaci kapitalizacios adatokat haszndlva meghatarozhaté a BUX 5 teljesitménye:
varhaté hozama 0,0112, és a hozza tartozé szdérasnégyzet 0,003. E kockézati szintet
kivetitve a 8. dbrdn az lathato, hogy a hatékony feliilet e kockazati szintet az E=0,0137
hozamszintnél éri el, vagyis nagyobb kockazat vallalasa nélkiil éves szinten a hozam
3 sz4zalékponttal® lenne ndvelhetd. Az M, halmaz 4ltal meghatdrozott részvények
adjak e teljesitményt, a (2b) képlet alapjan pedig a szazalékos dsszetétel is meghata-
rozhato: X opus = 14,3, X5p = 29,6, X, 110 = 154, X7, = 40,7.

A BUX 5 portfolid piaci teljesitménye tehat meglepden jo, hiszen a DAX esetében
a kiilonbség tobbszoros volt. Tovabba a BUX 5 esetében (az Opust tartalmazé sza-
kasz kivételével) szinte nincs kiilonbség a hatékony feliiletek kozott shortolassal vagy
anélkiil, ellentétben a DAX-szal, ahol a két hatékony feliilet kozott, kiilondsen a magas
hozamok régidjaban, jelentds a kiilonbség.

8. dbra
A BUX 5 hatékony feliilete BUX 5-teljesitménnyel, 2015-2024
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Megjegyzés: a vizszintes tengelyen a havi hozamok, a fiigg6leges tengelyen pedig a szoéras-
négyzet szerepel.

?(0,0137 —0,0112) - 12 = 0,03.
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A BUX 5 hatékony feliilete analitikus formajanak ismeretében meghatarozhatjuk
a Sharpe-hanyados dinamikus alakulasat a kamatlabak fiiggvényében. A 4. tdbld-
zatban kozolt e, f, d értékek alapjan, ezeket szakaszonként az (5b) analitikus for-
mulaba helyettesitve kapjuk meg a Sharpe-hanyados-fiiggvényt, amelyeta 9. dbra
mutat.

Lathatjuk, hogy amennyiben a Budapesti Ertékt6zsde hatékony portfolidja esetén is
a DAX-nal alkalmazott 10 éves allampapirhozamot hasznaljuk (a 2015-2024-es id6-
szakban havi 0,00053), a 9. dbra alapjan ad6d6 Sharpe-hanyados 0,2385 lesz, amely
jelent6sen a német t6zsdén meghatarozott érték alatt van.

9. dbra
A BUX 5 Sharpe-hanyados-fliggvénye
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Megjegyzés: a vizszintes tengelyen a kockazatmentes havi hozamok, a fiigg6leges tengelyen
a Sharpe-hanyados értéke szerepel.

Kovetkeztetések

Ismereteink szerint e tanulmany elséként adja kozre mind a DAX 40, mind a BUX 5
hatékony feliiletét leir analitikus formulakat, amikor shortolast nem engediink meg.
Meghatarozé irodalmi forrasok szerint a hatékony feliileten fekvé piaci portféliok
nem is tartalmazhatnak negativ befektetési ardanyokat, és ezen ugynevezett lehetet-
len portfoliock megengedése hozzdjarulhat az empirikus megfigyelések és az elmé-
leti kovetkeztetések kozotti killonbségek eléfordulasahoz. Miként a DAX 40 csomag
elemzése is megmutatta, a két hatékony feliilet kozott 1ényeges eltérés mutatkozik,
ugyanakkor a BUX 5 alacsonyabb hozamu (valdsaghoz kozeli) szegmenseiben a két
megkozelités kozotti kiilonbség 1ényegtelen.
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A hatékony feliiletek analitikus képletének ismerete lehetévé teszi a Sharpe-
hanyados dinamikus vizsgalatat, amelyen azt értjiik, hogy a kockazat nélkiili hoza-
mok fiiggvényeként eldédllithatjuk a Sharpe-hanyados-fiiggvényt. Talan ismét kije-
lenthetjiik, hogy els6ként, hiszen a Sharpe-hanyados el6allitdsahoz a hatékony feliilet
néhany kulcsparaméterének ismerete sziikséges, amit az analitikus formulak bizto-
sitanak. A tizéves allampapirok hozamait felhasznalva azt talaltuk, hogy a DAX 40
Sharpe-hanyadosa a 2022-2024-es periddusban mintegy 50 szazalékkal magasabban
alakult, mint a 2015-2024-es évekre vonatkozd.

A BUX 5 kosar 2015-2024-es évekre vonatkoz6 Sharpe-hanyadosa viszont joval
kisebb, mint a DAX index, amibdl arra kovetkeztethetiink, hogy az egységnyi koc-
kazatra juté hozam Budapesten joval alacsonyabb, mint Frankfurtban. J6 hir viszont,
hogy a BUX 5 piaci teljesitménye joval kozelebb van a hatékony feliilethez, és joval
magasabb a DAX-éndl. A BUX nemcsak a DAX-szal 6sszehasonlitva kockazatos: a 0.
abra jol szemlélteti a tobbi pénziigyi piac alacsonyabb szint( kitettségét.

10. dbra
Kilonboz6 eurdpai portfoliok hozam-kockazat feliilete a 2015-2024-es id§szak adatai
alapjan
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Megjegyzés: a vizszintes tengelyen a havi hozamok, a fiiggdleges tengelyen pedig a széras-
négyzet szerepel.

Hivatkozdsok

Bodnar, T., & Gupta, A. K. (2015). Robustness of the inference procedures for the global mini-
mum variance portfolio weights in a skew-normal model. The European Journal of Finance,
21(13-14), 1176-1194. https://doi.org/10.1080/1351847X.2012.696073


https://doi.org/10.1080/1351847X.2012.696073

170 | VOROS JOZSEF-KEHL DANIEL-RAPPAI GABOR

Bodnar, T., Mazur, S., & Okhrin, Y. (2017). Bayesian estimation of the global minimum var-
iance portfolio. European Journal of Operational Research, 256(1), 292-307. https://doi.
org/10.1016/j.ejor.2016.05.044

Brennan, T. J., & Lo, A. W. (2010). Impossible frontiers. Management Science, 56(6), 905-923.
https://doi.org/10.1287/mnsc.1100.1157

Buser, S. A. (1977). A simplified expression for the efficient frontier in mean-variance port-
folio analysis. Management Science, 23(8), 901-904. https://doi.org/10.1287/mnsc.23.8.901

Cesarone, F., Martino, M. L., & Tardella, F. (2023). Mean-variance-VaR portfolios: MIQP for-
mulation and performance analysis. OR Spectrum, 45, 1043-1069. https://doi.org/10.1007/
500291-023-00719-x

Dulffie, D., & Pan, J. (1997). An overview of value at risk. Journal of Derivatives, 4(3), 7-49.
https://doi.org/10.3905/jod.1997.407971

Dybvig, P. H. (1984). Short sales restrictions and kinks on the mean variance frontier. The
Journal of Finance, 39(1), 239-244. http://dx.doi.org/10.1111/j.1540-6261.1984.tb03871.x

Fama, E. F,, & French, K. R. (1996). Multifactor explanations of asset pricing anomalies. The
Journal of Finance, 51(1), 55-84. https://doi.org/10.1111/j.1540-6261.1996.tb05202.x

Fama, E. F., & French, K. R. (2004). The capital asset pricing model: Theory and evidence.
Journal of Economic Perspectives, 18(3), 25-46. https://doi.org/10.1257/0895330042162430

Fama, E. F,, & MacBeth, J. D. (1973). Risk, return, and equilibrium: Empirical tests. Journal
of Political Economy, 81(3), 607-636. https://doi.org/10.1086/260061

Guijarro, F. (2018). A similarity measure for the cardinality constrained frontier in the
mean-variance optimization model. Journal of the Operational Research Society, 69(6),
928-945. https://doi.org/10.1057/s41274-017-0276-6

Guijarro, F., & Tsinaslanidis, P. E. (2021). A surrogate similarity measure for the mean-
variance frontier optimisation problem under bound and cardinality constraints. Jour-
nal of the Operational Research Society, 72(3), 564-579. https://doi.org/10.1080/01605682.
2019.1657367

Kerstens, K., Mounir, A., & Van de Woestyne, L. (2012). Benchmarking mean-variance port-
folios using a shortage function: The choice of direction vector affects rankings. Journal
of the Operational Research Society, 63(9), 1199-1212. https://doi.org/10.1057/jors.2011.140

Lintner, J. (1965). Security prices, risk, and maximal gains from diversification. The Journal
of Finance, 20(4), 587-615. https://doi.org/10.2307/2977249

Markowitz, H. (1956). The optimization of a quadratic function subject to linear constraints.
Naval Research Logistics Quarterly, 3(1-2), 111-133. https://doi.org/10.1002/nav.3800030110

Markowitz, H. (1959). Portfolio selection: Efficient diversification of investment. John Wiley
& Sons.

Markowitz, H. (2005). Market efficiency: A theoretical distinction and so what? Financial
Analysts Journal, 61(5), 17-30. https://doi.org/10.2469/faj.v61.n5.2752

Markowitz, H. M., & Todd, G. P. (2000). Mean-variance analysis in portfolio choice and cap-
ital markets. F.]J. Fabozzi Associates.

Merton, R. C. (1972). An analytic derivation of the efficient portfolio frontier. Journal of
Financial and Quantitative Analysis, 7(4), 1851-1872. https://doi.org/10.2307/2329621

Mossin, J. (1966). Equilibrium in a capital asset market. Econometrica, 34(4), 768-783. https://
doi.org/10.2307/1910098

Qi, Y., Hirschberger, M., & Steuer, R. E. (2009). Dotted representation of mean-variance
efficient frontiers and their computation. INFOR, 47(1), 15-21. https://doi.org/10.3138/
infor.47.1.15


https://doi.org/10.1016/j.ejor.2016.05.044
https://doi.org/10.1016/j.ejor.2016.05.044
https://doi.org/10.1287/mnsc.1100.1157
https://doi.org/10.1287/mnsc.23.8.901
https://doi.org/10.1007/s00291-023-00719-x
https://doi.org/10.1007/s00291-023-00719-x
https://doi.org/10.3905/jod.1997.407971
http://dx.doi.org/10.1111/j.1540-6261.1984.tb03871.x
https://doi.org/10.1111/j.1540-6261.1996.tb05202.x
https://doi.org/10.1257/0895330042162430
https://doi.org/10.1086/260061
https://doi.org/10.1057/s41274-017-0276-6
https://doi.org/10.1080/01605682.2019.1657367
https://doi.org/10.1080/01605682.2019.1657367
https://doi.org/10.1057/jors.2011.140
https://doi.org/10.2307/2977249
https://doi.org/10.1002/nav.3800030110
https://doi.org/10.2469/faj.v61.n5.2752
https://doi.org/10.2307/2329621
https://doi.org/10.2307/1910098
https://doi.org/10.2307/1910098
https://doi.org/10.3138/infor.47.1.15
https://doi.org/10.3138/infor.47.1.15

A SHARPE-HANYADOS-FUGGVENY ES BECSLESE... | 171

Qi, Y., & Steuer, R. E. (2020). On the analytical derivation of efficient sets in quad-and-higher
criterion portfolio selection. Annals of Operations Research, 293(2), 521-538. https://doi.
0rg/10.1007/s10479-018-3101-y

Qi, Y., & Steuer, R. E. (2025). An analytic derivation of properly efficient sets in multi-
objective portfolio selection. Annals of Operations Research, 346(2), 1573-1595. DOI:
https://doi.org/10.1007/s10479-024-05848-2

Qi, Y., Steuer, R. E., & Wimmer, M. (2017). An analytical derivation of the efficient surface
in portfolio selection with three criteria. Annals of Operations Research, 251(1-2), 161-177.
https://doi.org/10.1007/s10479-015-1900-y

Qi, Y, Zhang, Y., & Zhang, S. (2024). Theoretically scrutinizing kinks on efficient frontiers
and computationally reporting nonexistence of the tangent portfolio for the capital asset
pricing model by parametric-quadratic programming. Asia-Pacific Journal of Operational
Research, 41(2), 2350012. https://doi.org/10.1142/50217595923500124

Rockafellar, R. T., & Uryasev, S. (2000). Optimization of conditional value-at-risk. Journal of
Risk, 2(3), 21-42. https://doi.org/10.21314/JOR.2000.038

Rockafellar, R. T., & Uryasev, S. (2002). Conditional value-at-risk for general loss distribu-
tions. Journal of Banking and Finance, 26(7), 1443-1471. https://doi.org/10.1016/S0378-
4266(02)00271-6

Ross, S. A. (1976). The arbitrage theory of capital asset pricing. Journal of Economic Theory,
13(3), 341-360. https://doi.org/10.1016/0022-0531(76)90046-6

Sharpe, W. F. (1963). A simplified model for portfolio analysis. Management Science, 9(2),
277-293. https://doi.org/10.1287/mnsc.9.2.277

Sharpe, W. E. (1964). Capital asset prices: A theory of market equilibrium under conditions
of risk. The Journal of Finance, 19(3), 425-442. https://doi.org/10.1111/j.1540-6261.1964.
tb02865.x

Sharpe, W. F. (1970). Portfolio theory and capital markets. McGraw-Hill.

Steuer, R. E. (1986). Multiple criteria optimization: Theory, computation, and application.
John Wiley & Sons.

Steuer, R. E., Qi, Y., & Wimmer, M. (2024). Computing cardinality constrained portfolio
selection efficient frontiers via closest correlation matrices. European Journal of Opera-
tional Research, 313(2), 628-636. https://doi.org/10.1016/j.ejor.2023.08.026

Voros, J. (1986). Portfolio analysis: An analytic derivation of the efficient portfolio frontier.
European Journal of Operational Research, 23(3), 294-300. https://doi.org/10.1016/0377-2
217(86)90123-1

Voros, J., & Rappai, G. (2026). On the differentiability of the portfolio efficient frontier. Man-
uscript submitted for publication.

Voros, J., Kriens, J., & Strijbosch, L. W. G. (1999). A note on the kinks at the mean-variance
trontier. European Journal of Operational Research, 112(1),236-239. https://doi.org/10.1016/
S0377-2217(97)00389-5

Zhang, W.-G., & Nie, Z.-K. (2004). On admissible efficient portfolio selection policy. Applied
Mathematics and Computation, 159(2), 357-371. https://doi.org/10.1016/j.amc.2003.10.019

Zhang, W.-G., & Wang, Y.-L. (2008). An analytic derivation of admissible efficient frontier
with borrowing. European Journal of Operational Research, 184(1), 229-243. https://doi.
org/10.1016/j.€jor.2006.09.058


https://doi.org/10.1007/s10479-018-3101-y
https://doi.org/10.1007/s10479-018-3101-y
https://doi.org/10.1007/s10479-024-05848-2
https://doi.org/10.1007/s10479-015-1900-y
https://doi.org/10.1142/S0217595923500124
https://doi.org/10.21314/JOR.2000.038
https://doi.org/10.1016/S0378-4266(02)00271-6
https://doi.org/10.1016/S0378-4266(02)00271-6
https://doi.org/10.1016/0022-0531(76)90046-6
https://doi.org/10.1287/mnsc.9.2.277
https://doi.org/10.1111/j.1540-6261.1964.tb02865.x
https://doi.org/10.1111/j.1540-6261.1964.tb02865.x
https://doi.org/10.1016/j.ejor.2023.08.026
https://doi.org/10.1016/0377%E2%80%912217(86)90123%E2%80%911
https://doi.org/10.1016/0377%E2%80%912217(86)90123%E2%80%911
https://doi.org/10.1016/S0377-2217(97)00389-5
https://doi.org/10.1016/S0377-2217(97)00389-5
https://doi.org/10.1016/j.amc.2003.10.019
https://doi.org/10.1016/j.ejor.2006.09.058
https://doi.org/10.1016/j.ejor.2006.09.058

172 | VOROS JOZSEF-KEHL DANIEL-RAPPAI GABOR

Fuggelék

Fl. tabldzat

A DAX 40 részvények atlagos hozama és a kibocsatok kapitalizaciéjanak ardnya®

Vallalat Jelolés Atlagos Kapitalizacids
(ticker) havihozam  héanyad
Adidas ADS 0,0119 0,018613
Airbus AIR.PA 0,0105 0,066253
Allianz ALV 0,0064 0,055958
BASF BAS -0,0044 0,025099
Bayer BAYN -0,0147 0,020792
Beiersdorf BEI 0,0042 0,018263
BMW BMW -0,0023 0,038263
Brenntag BNR 0,0019 0,006932
Commerzbank CBK 0,0047 0,008745
Continental CON -0,0080 0,008946
Deutsche Borse DBI1 0,0105 0,020575
Deutsche Bank DBK -0,0016 0,015175
DHL Group (ex Deutsche Post) DHL 0,0016 0,031780
Deutsche Telekom DTE 0,0062 0,067038
Daimler Truck DTG 0,0023 0,016325
Siemens Energy ENR 0,0077 0,005486
E.ON EOAN -0,0007 0,019576
Fresenius FRE -0,0026 0,009713
Heidelberg Materials HEI 0,0061 0,009082
Henkel HEN3 -0,0016 0,017271
Hannover Riick HNRI1 0,0097 0,016135
Infineon IFX 0,0097 0,027525
Mercedes-Benz Group (ex Daimler) MBG -0,0011 0,039598
Merck MRK 0,0042 0,037203
MTU Aero Engines MTX 0,0117 0,006341
Miinchener Riickversicherungs-Gesellschaft ~ MUV2 0,0090 0,031462
Porsche Po11 -0,0024 0,041478
Porsche Automobil PAH3 -0,0056 0,008460
QIAGEN QIA 0,0054 0,005515
Rheinmetall RHM 0,0248 0,007953
RWE RWE 0,0016 0,018210
SAP SAP 0,0128 0,096349
Siemens Healthineers SHL 0,0044 0,034583
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Az FI. tdbldzat folytatdsa

Vallalat Jelolés Atlagos Kapitalizacids
(ticker) havi hozam hényad
Siemens SIE 0,0076 0,071577
Sartorius SRT3 0,0191 0,011689
Symrise SY1 0,0044 0,008164
Vonovia VNA 0,0031 0,013266
Volkswagen VOW3 -0,0058 0,035705
Covestro X1COV 0,0059 0,005933
Zalando ZAL 0,0034 0,002969

“Hozamok a 2015. januar 1. - 2024. december 31. id6szak adatai, kapitalizadciés hanyad
a 2025 januar 1-i adatok alapjan.
Forrds: https://www.boerse.de/marktkapitalisierung/Dax-Aktien/

F2. a) tabldzat
A BUX 5 részvények atlagos hozama és a kibocsatok kapitalizacidjanak
aranya a 2015-2024-es iddszakban

Részvény Atlagos Kapitalizacids
havi hozam hanyad

MOL 0,0052 0,2185

MTELEKOM 0,0109 0,0968

OPUS 0,0253 0,0331

OTP 0,0143 0,4379

RICHTER 0,0091 0,2138

Forrds: https://bet.hu/

F2.b) tdbldzat
A BUX 5 részvények kovarianciamatrixa a 2015-2024-es iddszakban

MOL MTELEKOM OPUS OTP RICHTER
MOL 0,0048 0,0012 0,0034 0,0034 0,0014
MTELEKOM 0,0012 0,0029 0,0023 0,0020 0,0009
OPUS 0,0034 0,0023 0,0449 0,0031 0,0002
OTP 0,0034 0,0020 0,0031 0,0072 0,0018
RICHTER 0,0014 0,0009 0,0002 0,0018 0,0035

Forrds: https://bet.hu/


https://www.boerse.de/marktkapitalisierung/Dax-Aktien/DE0008469008
https://bet.hu/
https://bet.hu/
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