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Neumann projektiv geometridn alapuld,
és Karmarkar projektiv skdldzdsu
belsépontos modszere

Osszefoglalds: Neumann Janos a 20. szazad egyik legkiemelked6bb matema-
tikusa volt, aki 6sszekapcsolta a tiszta és alkalmazott tudomanyokat. Jelent8s
szerepet jatszott a matematika, fizika, kozgazdasagtan és szamitastechnika
fejlédésében. Kiilonosen fontos munkat végzett a linedris programozas terén,
amely alapvetd jelentGséglivé valt a matematikai és gazdasdgi tervezésben.
Neumann egyik attoré eredménye a Paul Gordan homogén linedris rend-
szerén alapul6 j linearis programozasi mddszer volt, amelyet késébb Kar-
markar algoritmusa tett széles korben ismertté. Ez az algoritmus a linearis
programozas elsé belsépontos modszere volt. A cikk ezeket az algoritmu-
sokat ismerteti.

Kulcsszavak: Linedris programozas; bels6pontos algoritmus; Karmarkar;
Neumann Janos.

Abstract: John von Neumann was one of the most significant mathematicians
of the 20™ century, who built a bridge between pure and applied sciences.
He had a tremendous impact on the development of mathematics, physics,
economics, and computer science. He made outstanding contributions to the
field of linear programming, which became fundamental in mathematical
and economic planning. One of von Neumann's pioneering achievements
was a method based on projective geometry, designed to solve the gravity
center problem, which later became widely known through Karmarkar's al-
gorithm. This algorithm was a precursor to the interior-point methods in
linear programming. The article discusses these algorithms.

Keywords: Linear programming; interior point algorithm; Karmarkar; John
Neumann.
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Bevezetés

A linearis programozas (LP) egy matematikai modszer az optimalizalasra, amely-
nek célja egy linedris célfiiggvény maximalizalasa vagy minimalizaldsa adott linearis
korlatok mellett. Az LP-modellek széles korben alkalmazhatdk, tobbek kozott az ip-
arban, a kozgazdasagtanban, a logisztikdban és a pénziigyekben. Egy tipikus linearis
programozasi probléma a kévetkezd formaban fogalmazhaté meg:
min cTx, feltéve, hogy Ax = b,x = 0,
X
ahol XER" a dontési véltozok vektora, cER" a célfiiggvény egyiitthatdinak vektora,

AER™" a korlatmétrix, bER™ a korlatvektor. A linedris programozas tobb mint
egy évszazados multra tekint vissza, és egyik korai kiemelked6 eredménye Farkas
Gyula hires tétele, amelyet 1894-ben publikalt. Az id6k soran a linearis programozas
fejlédése gyakran gyakorlati problémak megoldasabdl indult ki, amelyek dj algo-
ritmusok fejlesztésére és elméleti eredmények megfogalmazasara 6sztonozték a
kutatékat. George Dantzig 1947-ben fejlesztette ki a linearis feladat megoldasara
szolgald szimplex-modszert. Khacijan 1979-ben mutatta be az ellipszoid médszert,
amely abban az id6ben a legkorszertibb, polinomialis id6beli komplexitasu algorit-
musnak szamitott, bar gyakorlati alkalmazhatosiga elmaradt a szimplex-modszer
mogott. 1984-ben Karmarkar kozzétette sajat projektiv skalazasu algoritmusat, amely
jelentds eldrelépést hozott a belspontos modszerek fejlédésében [1]. A belsépontos
algoritmusok olyan mddszerek, amelyek a linearis programozas megoldasara egy
belsd, megvalosithatd pontbdl kiindulva dolgoznak, és 1épéseikkel a belsé térben
haladnak, szemben a hagyomanyos szimplex algoritmussal, amely a megvaldsithatd
tartomany hataran haladva jut el a megoldashoz. Az elsé belsépontos mddszerek
modszerek osztalyaba tartozik Neumann Janos algoritmusa. Az altala javasolt eljaras
egy konvexitasi feltétellel rendelkez6 linedris programozasi feladat megoldasara
szolgalt, és egyszeriisége, valamint gyors konvergencidja miatt figyelemre mélto.
Mivel egy altalanos linearis programozasi feladat és annak dualisa egy ilyen tipust
megvaldsithatdsagi problémava alakithat6 at, Neumann algoritmusat egy altalanos
linedris programozasi mddszernek is tekinthetjiilk. Neumann Janos a 20. szazad
egyik legkiemelked6bb matematikusa volt, aki dsszekapcsolta a tiszta és alkalma-
zott tudomanyokat, és jelentGs szerepet jatszott a matematika, fizika, kozgazdasag-
tan és szamitastechnika fejlédésében. A tanulmdanyban a szerzé bemutatja és elemzi
Neumann Janos, a gravitcios feladat megoldasara szolgal6 belsGpontos modszerét,
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valamint Karmarkar algoritmusat. Bar mindkét algoritmus a maga idejében utt6ré
jelentéségli volt, azdta szamos hatékonyabb és a gyakorlatban jobban alkalmazhatd
belsépontos mddszert fejlesztettek ki. Ennek kovetkeztében a két algoritmus ma
mar elsdsorban torténelmi szempontbdl bir jelent6séggel. A tanulmany szerkezete
a kovetkezéképpen alakul: a masodik fejezet Neumann Janos belsépontos algorit-
musat targyalja, mig a harmadik fejezet Karmarkar uttéré belsépontos modszerét
mutatja be. A negyedik fejezetben a két algoritmus hatékonysagat kiillonb6z6 teszt-
feladatok segitségével vizsgalja a szerzé.

Neumann Janos belsépontos algoritmusa

1948-ban Neumann Janos kapcsolatba lépett George B. Dantziggel, hogy megvi-
tassdk a kovetkez6 gravitdcids kozéppont feladatot. [2]

»Adott n darab P ER™ pont, amelyek egy egységnyi sugarti, m-dimenziés gomb
S feliiletén helyezkednek el. A gomb kézéppontja az origéban van. Keressiik meg a
nemnegativ x =x.* sulyokat, amelyeket a P. pontokhoz rendeliink ugy, hogy a su-
lyozott témegkéz]éppontjuk az origo legyen], vagy bizonyitsuk be, hogy nincs ilyen
stulyozas”

1. dbra. Gravitdcios kozéppont feladat
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A gravitacios feladatban a cél meghatarozni egy olyan x vektor n elemét, melyre érvényes:
. n n
xZO,Zijjzo,ij=1,||Pj||2=1,j=1,...,n, @)
j:l j=1

ahol PJER'”. Az (1) feladatot tekinthetjiik egy LP megszoritasainak. Az (1) feladat felirhaté matrix alakban:
Px=0,eTx=1,x>0, 2

Ahol PER™™" oszlopai tartalmazzak a P]., j=1,2,...,n pontok koordinatait, XER" a stlyok vektora és

e egy n dimenzids vektor, mely Gsszes eleme 1.
Neumann Janos bemutatta a gravitacios feladat megolddsara szolgalé megoldasi mddszert Dantzignek,
bar annak konvergenciajat nem bizonyitotta. Késébb, levelezésiik soran Dantzig igazolta a mddszer kon-

vergencidjat.
Neumann Janos algoritmusa a gravitaciéskozéppont-feladat megoldasara (Goncalves 2004):

1. Inicializacié: Az algoritmus barmilyen, az origohoz kozeli kozelitéssel inicializdlhatd, vagyis
x"ER" tetsz8legesen vélaszthato tgy, hogy x">0 és e"x=1. Ekkor legyen b’=Px°.

2. Keresési irany kiszamitasa: Tegyiik fel, hogy a k-adik iterdcié kezdeténél, ahol k=1, x*! is

mert a k —1-edik iteraciobol, melyre érvényes: x¥1>0 és elxFI=1.

Legyen

e L]

Az 6sszes P, vektor koziil keresd meg azt a P, vektort, amely a legnagyobb szoget zérja be a b1 vektor-

ral, vagyis a keresett P vektor indexe.
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3. Megoldhatatlansag ellenérzése: Legyen

s=arg min Pb*1.
j=1,2,.,n

a (2) feladatnak nincs megoldasa, mivel az dsszes Pj pont a b*¥! vektorra meréleges és az origén athaladé

hipersik egy oldaldn talalhat6. Ekkor nem létezik a P, pontok olyan konvex kombindcidja, melyek gravi-
tacios kozéppontja az origo lesz. Tehat, a feladat nem megoldhato.

V-1 = RsTbk_l. Ha Vi-1 > 0, STOP,

4. Az ij approximacié kiszamitasa: Az uj b* approximaci6 a b
és P -t 8sszekotd szakasz olyan pontja lesz, amely legkozelebb van az origohoz. Lasd a 2. dbrdt. A konvex
kombindci6 A stlyozési tényezdjét, a b* kovetkezd approximaciot, a b* kapproximacio u, k tavolsdgat
az origotdl és a gravitdcios feladat silyainak approximaciojat a kovetkezd képletekkel hatarozzuk meg:
1-v, 4

A=
ur_ = 2v_ 1+ 1

b* = AbK~1 + (1 — WP,
uf = A+ (1=2)
xk =2k + (1 - De,,

ahol e_egységvektor, melynek az s-edik eleme 1.

Legyen k :=k+1 és menj a 2. [épésre.
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Ha a gravitcios feladat megoldhaté, akkor v, =P b*'<0.

Innen a 4. lépésben 0<1-vk-1<u,_-v, +1-v, <I. 1 2. dbrdn lathat6 az Ob*
b*! derékszogli haromszogbdl, hogy a kovetkezd b* approximacié kozelebb lesz az
origohoz az eléz8 b*! approximaciotdl, vagyis u, <u, . Ez azért van igy, mert 0b* a
derékszogli haromszog befogdja, még a 0% a derékszogli haromszog atfogoja.

A Neumann Janos bels6pontos algoritmusaban a legkoltségesebb miivelet a
matrixvektor szorzds, amely az algoritmus 2. 1épésében felmeriilé P pont megha-
tarozasahoz sziikséges.

Ennek a muveletnek a szamitasi komplexitasa O(mn). Az algoritmus konvergen-
cia sebességét Dantzig [3, 4], illetve Epelman és Freund [5] tanulmdnyozta.

2. dbra. Uj iterdci6 kiszdmitdsa

P

Lemma 1. [4]: A Neumann-algoritmus altal generalt b* approximécio felsd korltja.

1
bX|| = ||Px*|| < —
[[b*]| = [[Px*]| NP
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Definicié 2.: A (2) feladat e-megolddsinak nevezziik a salyok olyan x* approx-
imaciojat, melyre érvényes, hogy

x>0, e" x*=1 és u =|(|b* |)|=|(|Px* | <e.

Dantzig a Neumann-algoritmus altal generalt suly-approximaciok sorozatara a
kovetkezd konvergencia sebességet bizonyitotta be:

Tétel 3. [4]: Ha a (2) feladat megengedett, akkor minden €>0-ra a Neumann-algo-
ritmus

Legfeljebb || iteracion bell ér el a feladat e-megoldisit.

Dantzig a Neumann-algoritmus konvergenciasebességének tanulmanyozasa
folyaman csak azt az esetet vizsgalta, amikor a (2) feladat megengedett. Epelman
és Freund kibovitették ezt a tanulmanyt (Epelman-Freund 2000) arra az esetre is,

amikor a (2) feladat nem megengedett.

Legyen H=\{Px|eATx=1,x>0\} a P matrix oszlopainak konvex burka. A (2)

feladat megengedett, ha OEH. Legyen 7 az orig6tdl a H hatdrdn talalhatd legkozel-
ebbi pontig mért tavolsag, vagyis

r=inf {{|{[h = 0|l |h € 0H}} = inf {||h]| | h € OH}

Ha az origé a P matrix oszlopainak konvex burkan fekszik, akkor r=0. Ebben
az esetben a (2) feladatnak létezik megengedett megoldasa, de a (B 0) tetsz6leges
perturbacidja ahhoz vezethet, hogy a (2) feladat megengedhetetlen lesz. Ebben az
esetben a (2) feladat instabil, vagyis rosszul feltett. Ha viszont r>0, akkor a (2) feladat
jol feltett. Amikor a (2) feladatnak van megoldhaté megoldasa, r a legnagyobb, az
origd kozéppontd gomb sugaraként értelmezhetd, amely teljes egészében a P matrix
oszlopainak konvex burkaban talalhato.
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Ha a (2) feladatnak nincs megoldhaté megoldasa, akkor r az origétdl a P métrix
oszlopainak konvex burkaig mért tavolsag.

Ha a (2) feladat megengedett, Epelman-Freund [5] bebizonyitottak a Neumann-
algoritmus linearis konvergenciasebességét.

Lemma 4. (Epelman-Freund 2000): Ha a (2) feladatnak van megengedett megolda-
sa és r>0, akkor

|[Ib¥|| < ekr?/2,

Altalanos esetben a Neumann-algoritmus konvergencia sebességére Epelman és
Freund a kovetkez6 tételt bizonyitottak be:

Tétel 5. [5]: Legyen r>0 és £>0. Ha a (2) feladat megengedett, a Neumann-algorit-
mus az e-megoldast legfeljebb
2 1
=

r2 g

iteracioban éri el. Ha a (2) feladat nem megengedett, a Neumann-algoritmus leg-

feljebb
1
=]

iteracioban bizonyitja a nem megengedettséget.

A Neumann-algoritmus tesztelésekor Dantzig felismerte, hogy az algoritmus
konvergencia sebessége nem elég gyors ahhoz, hogy gyakorlati alkalmazasokban
hasznos legyen. A konvergencia sebességének javitasa érdekében Dantzig modosi-
tasokat eszkozolt az algoritmuson. Mivel a kézirat a Neumann-algoritmus eredeti

valtozatara Gsszpontosit, a tovabbiakban azt vessziik figyelembe.
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Karmarkar bels6pontos algoritmusa

Narendra Karmarkar 1984-ben bemutatott projektiv skalazasu algoritmusa [6], for-
radalmi attorést jelentett a belsépontos algoritmusok fejlddésében,. Az algoritmus
4j, hatékony megkozelitést kindl a linedris programozasi feladatok megoldasara, 1é-
nyegesen csokkentve a sziikséges iterdciok szamat a korabbi mddszerekhez képest,
mint példaul a szimplex-modszer. Az algoritmus polinomialis idében képes megol-
dani a nagy méretii linedris programozasi feladatokat, ami jelentds el6nyt jelent az
ipari és gazdasagi alkalmazasokban. Karmarkar mddszere nemcsak elméleti szem-
pontbdl jelentds, hanem gyakorlati alkalmazasokban is széles korben elterjedt, meg-
teremtve az alapot szamos modern optimalizalasi technika szamara.

Karmarkar [6] bemutatott mddszere specialis LP-feladat megoldasara alkalmas.
Az LP-feladatnak teljesiteni kell a kovetkezd feltételeket:

1. Az LP-feladatnak létezik szigortian megengedett megoldasa és az optimalis meg-
oldasok halmaza korlatos.

2. Az LP-feladat specialis kanonikus forméban van:

min cTx feltéve hogy Ax = 0,eTx =1,x >0, (3)
X

ahol
XER", cER", AE R™ " ¢ése =[1,1,...,1]T € R™.

Ez a specialis kanonikus forma nem csokkenti a médszer alkalmazhatdsagit,
mivel egy 0j véltozo bevezetésével minden

minéT% , feltéve hogy AXx = b, > 0
X

alaku LP-feladat a (3) feladatra transzformalthaté.
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3. A célfiiggvény értéke az optimalis megoldasban 0. Ez a feltétel er6sen korlatozza az alkalmazhatosagot,
de ha ismert az LP-feladat optimailis célfiiggvény ¢ értéke, 0j célfiiggvényként a cr x-c, célfiiggvény
tekinthetd.

Ha a célfiiggvény minimuma ismeretlen, Karmarkar szerint moédositani lehet az algoritmust a cstsz6
célfiiggvény bevezetésével.

Karmarkar projektiv skalazasa algoritmusanak 6 jellemzdéje a projektiv transzformacio. A projektiv
transzformacié egy linedris transzformacid, amely az aktualis pontot Gj koordinatarendszerbe viszi at,
hogy a kévetkezé iteraciokban kozelebb kertiljon az optimalis megoldashoz. Ez a transzformacio olyan su-
lyozott véaltozokat hasznal, amelyek biztositjak, hogy az uj megoldds tovabbra is a megengedett tartomany-
ban maradjon. Az 4j pont a megengedett tartomany és a szimplex metszetének terében helyezkedik el.

Karmarkar informalis algoritmusa:
1
1. Inicializacio: Legyen a kezd6 approximacio a=-e.
2. Projektiv skalazas: a linedris transzformacio az aktudlis LP-feladatot egy ekvivalens feladatta transz-
formalja egy masik térben.
3. Keresési irany: a legmeredekebb ereszkedés iranya.

4. Lépéshossz meghatarozasa.
5. Kovetkez6 iteracio meghatarozasa.
6. Inverz transzformacio: a kapott pont inverz transzformacioja.

A projektiv transzformacio az x pillanatnyi iteraciot a szimplex kdzéppontjaba vetiti.
Az X vetitett pontot az
X" 1x

X = eTx 1x (4)

linedris transzforméci6 segitségével hatdrozzdk meg, ahol X=diag(x ,...,x ) atlés matrix.
1 n
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A linedris transzformdécio inverze
XX
eTXx

(5)

A vetitett legmeredekebb ereszkedés iranyat a kovetkezé mddon hatarozzak meg. Legyen a B ki-
bévitett matrix, amelyet az AX-matrixbdl kapunk, ha kibévitjiikk egy sorral, amely minden eleme 1.
Az algoritmus keresési iranyként a projektalt legmeredekebb ereszkedés irany egy fajtajat hasznalja,

amelyben a projekciot a

P =1-BT(BBT) B (©

ortogonalis projekcié matrixa végzi, még a gradiens szerepét az Xc vektor jatssza. A vetitett legmerede-
kebb ereszkedés iranya tehat

_ (7)
Ax = —PgXc.

A kovetkez6 iteracio

LA
Xp+1 = Q allAf”' (8)

ahol a=e/n a kezdeti approximacid, a lépéshossz pedig

1 9
€= €)
Jnn—1)
ahol 0=1/4. Az 1 kifejezés a szimplexbe irhato legnagyobb gémb sugara.

Jnn-1)

Az Xyy1 iterdciot vissza kell vetiteni az eredeti LP feladat megengedett halmazaba, vagyis inverz transz-
formaciot kell végrehajtani az (5) képlet segitségével.

©
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Karmarkar projektiv skalazasa algoritmusa a legrosszabb esetben polinomialis
id6ben futé algoritmus, vagyis

0(n3'5L2)

ahol n az LP a feladat dimenzidja, L a bemenet 9sszes bitjének szama.

Karmarkar algoritmusa elinditotta a belsGpontos algoritmusok fejlédését, de
az ujabb algoritmusok felilmultdk, mert jobb szamitasi komplexitassal és jobb
gyakorlati teljesitménnyel rendelkeznek.

Tesztelési kisérletek

Ez a fejezet a Neumann-algoritmus és Karmarkar projektiv skalazasa algoritmusanak
numerikus vizsgalatat mutatja be. A kisérleteket Matlab 2024b szoftverben végeztiik,
tesztfeladatként pedig a [7]altal javasolt LP problémat alkalmaztuk kiilonboz6 di-
menziokban. A feladat célfiiggvénye f(x)=c” x, ahol a célfiiggvény egyiitthatéinak
c vektora a

n

1
i — —5.21)"-' )
‘i Zi+j—1 l "

=1
elemekkel adott.
A megszoritasok halmaza AX+y-b20, x=0,y=0,x,yER" alaku, ahol AER™"

matrix elemei

1
aji=———,,j=12,..,n,
iTirj-1
a bER" szabad tagok vektora
n
E ! =12
= ) l = 1= ’nl
oL+ —1
j=1
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Kezdeti megoldasként az x =0 R" vektort haszndltuk. A feladat pontos megolddsa az x*=1€R". A
tesztelés folyaman az n=4,6,8,10 dimenzids feladatok lettek hasznélva.

Mivel a Neumann-algoritmus a (2) alaki megszoritasok halmazan keresi a megengedett megoldast,
a tesztfeladatokat at kell transzformalni (2) alakra a kovetkez6 modon (Goncalves 2004).

A min ¢ x, "feltéve,hogy” Ax=b,x>0 primal LP-feladat dudl parja ma x b" y, feltéve, hogy A" y+s=c,s>0.
Ezekre a primal-dual parokra felirhato a kovetkezé megengedettségi feladat:

Ax=b, A" y+s=c, c" x-b" y=0, x,s>0.
A megengedettségi feladat megengedett megoldasa egyen a primal-dudl par optimalis megoldasa.

Mivel az y, vdltoz6 korlatlan, ezért két uj nemnegativ y* és y- kertil bevezetésre ugy, hogy y,=y -y,
Igy a megengedettségi feladat felirhaté a kovetkezd alakban:

Ax = b, ATyt — ATy~ +s=c, cTx—bTyt +bTy~ =0, x,y*,y",s = 0.

Tekintsiik a kovetkezé matrix-jelolést:

A 0 0 0
0 AT -AT1]
CT _bT bT OT

oa=[x,y*y,s]",b=[b,c0].

A=

)

Ekkor az el6z6 megengedettségi feladat felirhat6 a kovetkezd alakban:

Aa=b,a>0.
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Papp Zoltan

Bévitsiik ki ezt a matrixos alakot a kdvetkezé megszoritasokkal:
AG—bv=0,e"a+0=1,a20,7 =0,

A megengedettségi feladat és a kibovitett megengedettségi feladat megengedett megoldasai egymas
skalazasai. Legyen

A=[4-bla=[av]
Ekkor a kibévitett megengedettségi feladat felirhato a kovetkezé alakban:

Aa=0eTa=1a=0.

Legyen p. = 4

o il
Ekkor a standard LP-feladat felirhat6 a kovetkez6 alakban:

ahol

A Neumann-algoritmus tesztelése el6tt a tesztfeladatokat transzformaltuk lettek a (2) alakba. Mindkét
algoritmusndl a megallasi feltétel ,,tol”=10". Az iteraciok szama a kiilonb6z6 dimenziéju LP tesztfeladatok
megoldasanal az a Neumann-algoritmus és a Karmarkar-algoritmus esetén a kovetkezéképpen alakul.

- 4 dimenzid esetén: Neumann-algoritmus: 39, Karmarkar-algoritmus: 16.
- 6 dimenzid esetén: Neumann-algoritmus: 46, Karmarkar-algoritmus: 32.
- 8 dimenzid esetén: Neumann-algoritmus: 53, Karmarkar-algoritmus: 48.
- 10 dimenzi6 esetén: Neumann-algoritmus: 62, Karmarkar-algoritmus: 58.

A fenti értékek azt mutatjak, hogy kisebb dimenzidknal a Karmarkar-algoritmus lényegesen jobb telje-
sitményt nyujtott, de a dimenzi6é ndvekedésével a két algoritmus kozotti kiilonbség fokozatosan csdkken.
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Neumann projektiv geometrian alapuld, és Karmarkar projektiv skalazasu belsGpontos modszere

Osszegzés

Ez a tanulmany Neumann Janos és Karmarkar belsGpontos algoritmusait vizsgalja, amelyek meghatarozo
szerepet jatszottak a linedris programozas fejlédésében. A szerzd elészor bemutatja Neumann Janos ko-
rai belsépontos megkdozelitését, majd elemzi Karmarkar algoritmusat, amely széles korben ismertté tette
ezt a modszert. Noha mindkét algoritmus uttoré jelentségli volt sajat koraban, a linedris programozas
fejlédésével ujabb, hatékonyabb belsépontos eljarasok jelentek meg, amelyek szélesebb korti gyakorlati
alkalmazast tettek lehet6vé. A tanulmdny 6sszehasonlité elemzést nyujt a két algoritmus teljesitményérél
kiilonboz6 tesztfeladatokon, kiemelve torténelmi jelentdségiiket és modern alkalmazasuk korlatait.
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