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Matematikai modellektdl a tanuldselemzésig

Osszefoglalis: A matematikai modellezés alapveté moddszertani eszkoz,
amelyet a természeti és tarsadalmi jelenségek mélyrehaté megértésére és
elemzésére alkalmazunk. Az Osszetett rendszerek egyszertiisitése révén a
matematikai modellezés lehetéséget nyujt arra, hogy a kiilonféle valtozok
kozotti kapesolatokat felfedezziik és a rendszer viselkedését elore jelezziik,
igy kiilonosen hasznos olyan meglepdnek t(iné teriileteken, mint a tanu-
laselemzés.

Kulcsszavak: Matematikai modell, determinisztikus modell, tanuldselemzés.

Abstract: Mathematical modeling is a fundamental methodological tool em-
ployed for the in-depth understanding and analysis of natural and social
phenomena. By simplifying complex systems, mathematical modeling facili-
tates the discovery of relationships between various variables and enables the
prediction of system behavior. This approach proves particularly useful in
seemingly unexpected fields, such as learning analytics.

Keywords: Mathematical model, deterministic model, learning analytics.

Bevezetés

A matematikai modellezés kulcsfontossagu eszkoz a természeti és tarsa-
dalmi jelenségek mélyebb megértéséhez. Lehetévé teszi szamunkra, hogy
Osszetett rendszereket egyszertibb, matematikai formaba ontsiink, igy
koénnyebben azonosithatjuk a valtozok kozotti kapcsolatokat és eldre je-
lezhetjiik a rendszer viselkedését. A klimavaltozas vizsgalatatol [1] kezdve
a gazdasagi folyamatok [2] elemzéséig, a matematikai modellek segitenek
megérteni, hogyan alakul a vilag korilottiink. Emellett a mérnoki tudo-
manyokban [3] és az orvostudomanyban [4] is elengedhetetlenek az op-
timalizalasi feladatok megoldasaban és 4j technologiak kifejlesztésében.
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A matematikai modelleket rendkiviil sokféle formaban
alkalmazzak, és a modellezni kivant rendszer jellegétdl, a
rendelkezésre all6 adatok mennyiségét6l és mindségétdl,
valamint a vizsgalat céljatdl fuggden kiilonbo6z6 tipusokat
hasznalnak. A megfelel6 modell kivalasztasa alapvetéen
meghatarozza a vizsgalat sikerességét, hiszen a pontossag
és a megbizhatdsag szempontjabodl a rendszer komplexitasat
figyelembe véve kell donteni.

A matematikai modellek alapvetéen két nagy csoport-
ba sorolhatok: statikus és dinamikus modellekre. A stati-
kus modellek [5] egy adott pillanatban régzitett allapotot
irnak le, ahol a valtozdok értékei nem valtoznak az idében.
Ezek a modellek példaul hasznosak lehetnek épiiletek stati-
kai szamitdsainal, termékek keresleti-kinalati viszonyainak
elemzésekor vagy mas olyan helyzetekben, ahol az id6beli
valtozdsok nem relevansak. A dinamikus modellek [6] ez-
zel szemben az id6beli véltozasokat is figyelembe veszik, és
gyakran differencidlegyenletekkel irjak le a folyamatokat.
Ilyen modellekkel jellemezhet6k példaul a fizikai rendsze-
rek mozgasai [7], a populaciédinamikai folyamatok [8],
valamint a gazdasagi novekedési modellek is [9]. A mate-
matikai modellek mdsik osztalyozasa szerint a modell lehet
determinisztikus és sztochasztikus. [10] A determinisztikus
modellek esetében a kimenetek egyértelmtien meghataroz-
haték a bemeneti adatok alapjan, vagyis nincs véletlensze-
riiség a rendszer viselkedésében. Példaul egy egyszer(i inga
mozgasa pontosan megjosolhatd, ha ismerjilk a kezdeti
feltételeket. Ezzel szemben a sztochasztikus modellek fi-
gyelembe veszik a véletlen eseményeket is, és valoszintiségi
valtozdkkal, valamint statisztikai médszerekkel dolgoznak.
[11] Ilyen modellek hasznalatosak példaul a pénzfeldobas
eredményének vagy a tézsdei arfolyamok elérejelzésénél,
ahol a véletlen tényezdk is befolyasoljak az eredményt.

Fontos kiilonbséget tenni a diszkrét és a folytonos mo-
dellek kozott. [12]
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A diszkrét modellek olyan rendszereket irnak le, ahol a valtozok csak megha-
tarozott értékeket vehetnek fel, példaul egész szamokat. Ilyen lehet példaul egy
kozosségi haldzatban a baratsagok szama vagy egy digitalis kép pixeleinek inten-
zitdsa.

A folytonos modellek [13] ezzel szemben olyan rendszereket irnak le, ahol a
valtozok tetszdleges értékeket vehetnek fel egy adott intervallumon belil, mint
példaul egy hémérséklet id6beli valtozasa vagy egy folyadék aramlésa egy cs6ben.

A matematikai modellek kivalasztdsa soran figyelembe kell venni a vizsgalt
rendszer komplexitasat, a rendelkezésre allo adatok mennyiségét és minGségét,
valamint a modellezés céljat. A megfelel6 modell kivalasztdsa kulcsfontossagu a
pontos és megbizhat6 eredmények eléréséhez.

Szamos konkrét matematikai modell is létezik, amelyek kiillonb6z6 célokra
hasznalhatok. Ilyen példdul a linearis regresszio, amely egyszeri linearis kapcso-
latok modellezésére szolgal. A differencidlegyenletek olyan fizikai, kémiai és bio-
logiai folyamatok leirdsara hasznalhatok, mint példdul a radidaktiv bomlas vagy
a populaciénovekedés. Parcidlis differencidlegyenleteket alkalmazunk példaul
hévezetési vagy aramlastani jelenségek modellezésére. Haldzati modellek segitsé-
gével kapcsolatok és aramlasok modellezhetdk, példaul kozlekedési vagy szocialis
halézatokban. A szimuldciés modellek kiilondsen hasznosak komplex rendsze-
rek, példaul gazdasagi vagy éghajlati folyamatok viselkedésének szimulélasara, de
az tanuldselemzési alkalmazasok is jelent6sek. [14, 15]

A matematikai modellezés tehat rendkiviil sokoldalu eszkoz, amely szamos
tudomanyteriileten alkalmazhaté a jelenségek megértéséhez, el6rejelzéséhez és
optimalizaldsahoz. A jovében varhatéan még szélesebb korben fogjak hasznalni
ezeket a modszereket, hiszen a komplex rendszerek egyre pontosabb és részlete-
sebb megértéséhez elengedhetetlenek a fejlett matematikai modellek.

Determinisztikus modellekrol

A determinisztikus modellek kulcsszerepet toltenek be a tudomany és a mérnoki
gyakorlat szamos teriiletén. Ezek a modellek olyan rendszereket irnak le, amelyek
viselkedését a kezdeti feltételek és a rendszer paraméterei egyértelmiien megha-
tarozzak, igy nincs benniik véletlenszertiség. Ez azt jelenti, hogy ha ugyanazokkal
a feltételekkel futtatunk egy determinisztikus modellt t6bbszor, minden alkalom-
mal ugyanazt az eredményt kapjuk.

Dunakavics - 2025/ 04.

[13] Shieh, L. S.-
Wang, H.-Yates, R. E.
(1980): Dis-
crete-continuous
model conversion.
Applied Mathematical
Modelling, 4., (6.), pp.
449-455,

[14] Daehlen, A.—Heldal,
I.-Rehman, A.-Ali, Q.
—-Katona, J.-Ko6vari, A.
—Costescu, C. (2024,
June): Towards More
Accurate Help: Infor-
ming Teachers how to
Support NDD Child-
ren by Serious Games
and Eye Tracking
Technologies. In: Pro-
ceedings of the 2024
Symposium on Eye
Tracking Research and
Applications. pp. 1-7.

[15] Katonané Gyonyo-
ri, K. 1. (2024): The
Role of Al-based
Adaptive Learning
Systems in Digital
Education. Journal of
Applied Technical and
Educational Sciences,
14., (2.), pp. 1-12.

23



Nagy Balint -Kocs6 Edina

A determinisztikus modellek jelentéségét tobb tényezd is kiemeli. E16szor is, ezek a modellek lehe-
tové teszik, hogy rendkiviil pontos elérejelzéseket készitsiink. Ha ismerjiik a rendszer 6sszes relevans
paraméterét, akkor a modell segitségével pontosan meghatarozhatjuk a rendszer jovébeni viselkedését.

Ez kilonosen fontos olyan teriileteken, mint a fizika, ahol példaul egy bolygo palyajanak kiszami-
tasa a klasszikus mechanika torvényei alapjan determinisztikus modellekkel torténik. Masodszor, a
determinisztikus modellek hozzajarulnak a rendszerek mélyebb megértéséhez. Ezek a modellek leegy-
szer(sitett, matematikai formaban irjék le a valosagot, lehet6vé téve, hogy azonositsuk a legfontosabb
Osszetevoket és azok kozotti kapcsolatokat. Ezzel segitenek ravilagitani arra, hogyan miikodnek a rend-
szerek, és hogyan befolyasoljak egymast a kiilonboz6 tényezok.

A determinisztikus modellek gyakorlati elényei kozé tartozik az optimalizalas lehetdsége is. Ezek a
modellek segithetnek meghatarozni, hogy egy rendszer milyen paraméterekkel mtikddhet a leghatéko-
nyabban. Példdul egy mérnoki tervezés soran hasznalhatjuk ket arra, hogy kiszamitsuk egy szerkezet
optimalis szilardsagat vagy egy folyadékaramlds optimalis feltételeit.

Ezen tulmenden, a determinisztikus modellek szimulaciék soran is hasznosak. Kiilonb6zé for-
gatokonyveket szimulalva értékelhetjitk a kiilonb6z6 dontések kovetkezményeit, anélkiil, hogy valds
kisérleteket kellene végrehajtanunk. Ez kiilondsen hasznos a mérnoki tudomanyok teriiletén, ahol a
rendszerek viselkedésének elézetes vizsgalata létfontossagu lehet.

A fizikaban a klasszikus mechanika torvényei alapjan leirt mozgasok, mint egy bolygo palydja, jol
modellezhet6k determinisztikusan. A mérnoki tudomanyokban szerkezetek szilardsaganak szamitasa
vagy folyadékaramlasok szimulaldsa is ilyen modelleken alapul. A kémiaban a reakcidkinetikai model-
lek segitenek megjosolni a reakciok sebességét és kimenetelét, mig a gazdasagtanban egyszert gazdasagi
modellek, mint akinalat és kereslet viszonyanakleirdsa, szintén determinisztikus médszerekkel torténik.

Nem minden rendszer viselkedése irhaté le pontosan determinisztikus modellekkel. A valés vilag-
ban gyakran el6fordulnak véletlenszert események, amelyeket ezek a modellek nem képesek kezelni.
Ilyen esetekben sztochasztikus modellekre van sziikség, amelyek a véletlen eseményeket is figyelembe
veszik, és valdsziniségi alapon dolgoznak.

Differencialegyenletekrol

Szamos tudomanyagban a kilonbo6z6 jelenségek leirasara és megértésére a differencidlegyenleteket
mint a determinisztikus modellek legfontosabb eszkozét alkalmazzak. Ennek egyik f6 oka, hogy a
differencidlegyenletek kivaloan alkalmasak idében véltozd rendszerek modellezésére. A differencidl-
egyenletek egyik eréssége, hogy lehet6vé teszik egy rendszerben fellelhetd Osszefiiggések ok-okozati
megeértését.
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Ezzel a mddszerrel kifejezhetjiik, hogyan fiiggnek 6ssze a rendszer killonb6z6 valtozéi, ami mé-
lyebb betekintést nyujt a rendszer miikodésébe. Példaul fizikaban a Newton-torvényeket, differenciale-
gyenletekkel lehet felirni, amelyek vilagosan megmutatjak, hogyan hatnak egymasra a kiillonb6z6 erék
és mozgasok.

A differencialegyenletek preciz elérejelzéseket tesznek lehetévé. Ha ismerjiik a megfelelé kezdeti
feltételeket és paramétereket, akkor ezekkel az egyenletekkel pontosan megjésolhatjuk, hogyan fog
viselkedni egy rendszer a jovOben. Az optimalizaldsi feladatok megoldasdban is kulcsszerepiik van,
hiszen differencidlegyenletek segitségével meghatdrozhatjuk, hogy milyen paramétereket kell beallitani
egy rendszerben ahhoz, hogy az a lehetd leghatékonyabban miikodjon. Egy mérnoki rendszer tervezé-
sekor ez elengedhetetlen a hatékonysag noveléséhez és a koltségek minimalizaldsahoz.

A differencialegyenletek rendkiviil sokoldaluan alkalmazhat6 eszk6znek bizonyulnak, mivel a fizi-
katdl kezdve a kémian és bioldgian, a kozgazdasidgtanon at egészen a mérnoki tudomanyokig szamos
tudomanyagban taldlunk alkalmazasi példakat. A fizikaban a korabban mar emlitett Newton-torvé-
nyek, a Maxwell-egyenletek és a Schrodinger-egyenlet mind differencidlegyenleteken alapulnak.

A kémidban a reakcidkinetikai és diffuzids egyenletek, a bioldgiaban pedig populacidédinamikai és
neurobioldgiai modellek hasznaljak ezt a modszert. A mérnoki tudomdanyokban hévezetési, aramlastani
egyenletek és rezgémozgasok leirasara hasznaljak, mig a kozgazdasagtanban gazdasagi névekedési mo-
dellek alapulnak differencialegyenleteken.

A differencidlegyenletek legegyszeribb tipusat, a kozonséges differencialegyenleteket (KDE) rend-
kiviil széles korben alkalmazzak, ezek szamos tudomanyagban segitenek a kiilonféle jelenségek model-
lezésében és megértésében. A KDE-k segitségével pontosan modellezheték olyan folyamatok, ahol a
valtozok idben folytonosan valtoznak. A KDE-k hatékonyan fejezik ki az ok-okozati 6sszefiiggéseket
egy rendszerben, ezaltal pontos elérejelzéseket tesznek lehetévé. A KDE-k hatékonysaga abban rejlik,
hogy egy komplex rendszert egyetlen egyenlettel képesek kifejezni, amely koncentraltan tartalmazza
a legfontosabb Osszefiiggéseket. A differencial-, és integralszamitas eszkoztara lehet&séget nyujt ezen
egyenletek jelentés részének megolddsara, de csak bizonyos tipusi KDE-ket tudunk szimbolikusan
megoldani. Csak specialis alakd, példaul linearis vagy elvalaszto valtozok modszerével megoldhato
egyenletet tudunk analitikus megoldéssal kezelni, mig nemlinearis, magasabb rendu egyenletek eseté-
ben a megoldasok gyakran nem fejezheték ki egyszer(, zart alaku képletekkel.

A szamitégépek elterjedésével azonban a numerikus modszerek gyors fejlédésen mentek keresz-
tiil, lehetové téve a kozelitd megoldasok keresését olyan KDE-k esetében is, amelyeket analitikusan
nem tudunk megoldani. Ennek koszonhetéen a KDE-k alkalmazhatdsaga jelentésen kib6viilt, hiszen a
numerikus modszerek segitségével szimulélhatjuk a rendszerek viselkedését, és értékes informacidkat
nyerhetiink, még ha az analitikus megoldast nem is ismerjiik.

(@)1
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A szimbolikus megoldasok el6nye a pontos megoldas és az altalanos érvényesség, hiszen ezek a
megoldasok nem tartalmaznak numerikus hibdkat, ugyanakkor a numerikus maddszerek elengedhe-
tetlenek a komplexebb problémdak megoldasahoz, ahol a szimbolikus mddszerek gyakran nem adnak
megolddst, vagy nem kezelheté megoldast adnak.

Tovabbi alkalmazasok

A bioldgiai tudoményokban széles korben alkalmazzak a kozonséges differencidlegyenleteket, mivel
ezek hatékony eszkozt nydjtanak a rendszerekben zajlé folyamatok modellezéséhez. A kézonséges diffe-
rencidlegyenletek kiilondsen hasznosak a folytonosan valtozo bioldgiai folyamatok leirasara, valamint
az ok-okozati 0sszefliggések megértésére, amelyek a kiillonboz6 biologiai valtozok kozott fennallnak.

Az egyik kiemelt teriilet a populaciédinamika, ahol a populacidk novekedését, csokkenését és a kii-
16nb6z6 fajok kozotti kolesonhatasokat, példaul a versengést, ragadozast vagy mutualizmust vizsgaljak.
Ilyen esetekben gyakran alkalmazzak a logisztikus novekedési modellt, valamint a Lotka—Volterra-
egyenleteket, amelyek a ragadozd-zsakmany rendszerek dinamikajat irjak le.

Az epidemioldgia, a jarvanyok terjedését, a fertézottek szamanak véltozasat, valamint a betegségek
elleni védekezés hatékonysagat modellezd teriilet szintén a differencialegyenleteket alkalmazza. Pél-
daul a SIR-modell a fert6z8 betegségek terjedését modellezi, killonvélasztva a fogékony, fertézott és
gyogyult (Susceptible (S), Infected (I) and Recovered (R)) egyéneket.

A neurobioldgidban az idegsejtek kozotti jelatvitelt, a neuronhalézatok mikodését és az agyi fo-
lyamatokat irjak le differencialegyenletekkel, mig a farmakokinetika teriiletén a gydgyszerek szerve-
zetben vald eloszlasat, lebontasat és kilirtilését vizsgaljak ezekkel az eszkézokkel. Hasonléan fontos
szerepet jatszanak a fizioldgiai folyamatok, példaul a vérnyomas valtozasanak, a hormonkoncentracidok
ingadozasanak és a 1égzés ritmusanak modellezésében is. A fejlédésbiologiaban a sejtek névekedését,
osztodasat és differencidlodasat leiré modellekben szintén gyakran alkalmaznak kozonséges differen-
cidlegyenleteket. Mindezek a példak jol mutatjak, hogy a kozonséges differencialegyenletek nélkiiloz-
hetetlen eszk6zok a biologiai tudomanyokban. Segitenek megérteni a bioldgiai rendszerek mitkodését,
el6re jelezni a valtozasokat, és optimalizalni a beavatkozasokat. Ahogy a bioldgiai kutatasok fejlédnek,
ezek a modellezési mddszerek varhatéan még nagyobb szerepet fognak jatszani a jov6beli tudoményos
eredmények elérésében.

El8lények napi ciklusénak modellezése esetén elészor adatokat gydjtiink az élélény napi ritmu-
sairdl, példaul hormonkoncentracidkrol vagy mozgasaktivitasrol. Ezutan egy vagy tobb kozonséges
differencialegyenletet allitunk fel, amelyek az adott mechanizmusokat irjak le. A modell paramétereit
az adatokhoz igazitjuk, példaul regresszids vagy optimalizaciés mddszerekkel.
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A modell validalasa soran sszehasonlitjuk az elérejelzéseket a valos adatokkal. Végiil a validalt
modellt szimuladciékhoz hasznaljuk, hogy kiilonb6z6 feltételek mellett vizsgalhassuk a rendszer visel-
kedését.

A matematikai eszkozok alkalmazdsa a tarsadalomtudomanyokban is segit rendszerezni és elemez-
ni a bonyolult jelenségeket, eldsegitve a pontosabb megértést és a predikcidt. Killonféle matematikai
modellekkel szimulalhaté az emberi viselkedés, a tarsadalmi és gazdasagi rendszerek mtikodése, vagy
éppen a dontéshozatal.

Az ilyen modellek segitenek megérteni, hogyan reagélnak egyes rendszerek valtozasokra, példaul
politikai intézkedésekre vagy gazdasagi sokkokra.

A haldzatok vizsgalata matematikai grafelméleten alapul, és segit megérteni a tarsadalmi kapcso-
latok, példaul baratsagok, szakmai kapcsolatok vagy informacidaramlas szerkezetét és dinamikajat. A
jatékelmélet az egyéni dontések és a tarsadalmi kolcsonhatasok modellezését teszi lehet6vé. Ezt alkal-
mazzak gazdasagi dontések, politikai stratégidk és konfliktuskezelés teriiletén is, hiszen segit feltarni,
hogyan viselkednek a szereplok stratégiai helyzetekben.

A neveléstudomanyokban tobb mas mellett a tanulaselemzés is matematikai alapokon nyugszik. A
tanuldselemzés olyan adatkozpontt megkozelités, ami az oktatasi folyamatok, a tanuléi teljesitmény
és az oktatasi kornyezetek javitasara dsszpontosit. Célja, hogy a rendelkezésre allé adatok elemzésével
tamogassa az oktatdst és magat a tanuldsi folyamatot. Tanulaselemzés soran adatokat gytjtiink a tanu-
16k - elsésorban online platformokon végzett — tevékenységeirdl, példaul teszteredményekrél, tanuloi
viselkedésmintakrol (tartalmak, videok megtekintése, feladatok elvégzése, kérddivvalaszok), vagy be-
iratkozasi statisztikakrol, korabbi kurzusok sikerességérdl (Mihalovicsné Kollar-Varaljai 2020). Ezek
az adatok gyakran valds id6ben keriilnek rogzitésre,
ami lehet6vé teszi az azonnali beavatkozasokat. A tanuldselemzés egyik fontos célja a tanuldi telje-
sitmény pontosabb és atfogobb értékelése, a prediktiv modellalkotds. Ezzel el6rejelezhet6k bizonyos
eredmények: mely tanuldk esetében nagyobb a kockazata a lemorzsolédasnak, vagy ki lesz valdszintleg
sikeres egy adott tantargyban, igy az oktatok sziikség szerint beavatkozhatnak, egyéni fejlesztési tervet
készithetnek, ha sziikséges.

Az analitikai rendszerek képesek valos idében felismerni a tanulok sziikségleteit és ennek megfe-
leléen adaptalni az oktatdsi tartalmat. Ez kiillonosen hasznos az online tanulasi platformokon, ahol az
elemzés alapjan a rendszer automatikusan és adaptivan alkalmazkodhat a tanul6 aktudlis szintjéhez.

Ezzel kiillonb6z6 nehézségli feladatok javasolhatdak, megvaldsithatoak egyéni tanuldsi utak és a
differencialt oktatas. A tanuldselemzés tdmogathatja az oktatdsi vezetdk, iskolai adminisztratorok és
dontéshozok munkajat is. Az adatok segitenek meghatarozni, mely modszerek és eszkozok miikodnek
a legjobban, ezek alapjan pedig optimalizalni lehet az eréforrasokat a tantargyfejlesztésben.
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Mivel a tanuldselemzés esetenként rengeteg személyes adatot gytijt a tanuldkrol, alkalmazasa ko-
moly adatvédelmi és etikai kérdéseket is felvet. Fontos, hogy az adatgytjtés atlathato és biztonsagos
legyen, valamint tiszteletben tartsa a tanulok maganéletét. A tanulaselemzés a fentiek miatt a modern
oktatasi rendszerek egyre fontosabb eszkozévé valik, amely tdmogatja a tanuldi sikerességet, a személyre
szabott tanulast és a tudatos oktatdsi dontéshozatalt. Az adatvezérelt oktatdsi rendszerek gyorsan fej-
16dnek, varhatéan egyre nagyobb szerepet kapnak az oktatas minden szintjén.

Osszefoglalés

A dolgozatban attekintettiik a matematikai modellek széleskort alkalmazasanak néhany jellegzetes
esetét. Mivel a determinisztikus modellek egyértelmii eredményt adnak ismételt futtatas esetén, kulcsz-
szerepet jatszanak a fizikai, mérnoki, kémiai és gazdasagi rendszerek tanulményozasaban. Ezen mo-
dellek az optimalizalasban is nélktlozhetetlenek, segitve a rendszerek legjobb miikodési feltételeinek
meghatarozasat. Ugyanakkor a valdsag komplexitasa és véletlenszeriisége sok esetben sztochasztikus
megkozelitést igényel. A differencidlegyenletek preciz el6rejelzéseket tesznek lehet6vé, és segitségiikkel
feltarhatok a rendszerek belsé ok-okozati 9sszefliggései.

A matematika alkalmazdsanak lehet6ségei allanddan béviilnek, segitve tobbek kozott a pedagdgiai
tudomanyokat is.
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