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Nemcsak esziinkkel ismeryjiik meg az igazsdagot, hanem sziviinkkel
1s. Ezen utobbi segitségével ismeryiik fol az alapelveket.
(Pascal, 282. téredék.)

A tisztan szemléleti nem kizolhetd.
(Frege 1884. 26. §: 35; Frege 1999. 52.)

I. BEVEZETES

Szerte a vilagon folklorszertien — ,,sz4jrol szaja” — terjednek olyan filozéfiai tév-
képzetek, melyek figyelmen kiviil hagyjak a targykor szakirodalmat, s amelyek-
nek a filozéfusok egy része is dldozatdva valik. Elterjedt vélekedés példaul,
hogy a matematikai végtelen cantori elmélete — vagy legalabbis annak korri-
galt, axiomatizalt valtozata — megcéfolta volna a végtelen fogalmédnak nevezetes
kanti antinémidjat. Kétségtelen, hogy a cantori rendszer mint formdlis rendszer
ellentmondédsmentes, és a matematikdn beliil kifejezetten gyiimolesézs. Csak-
hogy nem kell foltétleniil Cantor elméletének Wittgenstein leali radikalis kriti-
kdjahoz fordulnunk, hogy beldssuk: mihelyt az afrudlis végrelennel kapcsolatos
fogalmakat kapcsolunk szimbélumaihoz, a kanti antinémidhoz hasonlé prob-
lémiakba iitkéziink. Hasonléan hamis az az elterjedt vélekedés, mely szerint a
kvantummechanikai indeterminizmus megoldotta volna a szabad akarat problé-
mdjat. Mar a targykor filozéfiai irodalmanak futé dctekintésébdl is kideriil, hogy
az objektiv fizikai véletlen semmivel sem hozza kiézelebb e ,,megoldds”-t, hi-
szen ugyanugy kiszolgaltatja az akaratot a fizikai véletlennek, mint a determinis-
ta vilagkép a fizikai sziikségszertiségnek. S akkor még nem is beszéltiink arrdl,
hogy a kvantummechanikai indeterminizmus csupan egy lehetséges interpreta-
ci6 a determinista interpretiaciok mellett.

* A tanulmany az NKFTH/OTKA K 135638 szdmu kutatasi projektjének keretében késziilt.
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A jelen irds azzal az éllitassal foglalkozik, mely szerint a nem eukleidészi geo-
metridk folfedezése megcafolta volna az eukleidészi geometria @ priori voltara
vonatkozo6 kanti tanitdst. Ez a probléma nem egyszertien A #iszta ész kritikdjdanak
csupdn a matematikusok szdmadra izgalmas oldalhajtdsa, hanem fontos pillére
Kant e miivének, melynek esetleges hamis volta — ha nem is dontené romba,
de — megrenditené a mii alapjait.

Fontos ugyanakkor hangsilyoznunk, hogy egyrészt a tér @ priori voltara, mas-
részt az eukleidészi geometria @ priori voltira vonatkozo6 allitds két fiiggetlen
allitds, mely nem feltételezi egymdast még akkor sem, ha Kant személyesen e
kett6t 6sszekapcsolja. Jelen tanulmany a kée allitds koziil kifejezetten az euklei-
dészi geometria a priori voltara irdnyulé kérdéssel foglalkozik, és azt szindéko-
zik bemutatni, hogy ha az erre adott igenl§ vilasz logikailag nem is bizonyithat6,
erfs érvek hozhatok fol mellette. Ennek beldtdsa érdekében els6ként reprodu-
kaljuk a kanti allitdst, majd kilépiink a kantidnus keretbdl és dltalinosabban,
de a kanti tézist alesetként magaban foglalva fogalmazzuk tdjra a kérdést. Végiil
amellett hozunk 6l érveket, hogy az eukleidészi geometria @ priori volta ebben
az dltalinosabb kontextusban is fonnall.

Kozismert, hogy az eukleidészi geometria a priori voltdval szemben empiri-
kus, logikai, konvencionalista és transzcendentilis érvek fogalmazodtak meg,
(vo. pl. Székely. 2016). Ezek koziil az els§ harom forrdsa a vonatkozé kanti tézis
pontos ismeretének hidnya vagy annak egy maér eleve anti-kantidnus filozofiai
beéllitédasban valé olvasata (vo. pl. Kim 2006; Kjosavik2009; Kvasz 2011; illetve
Székely 2016). A kanti filoz6fia ilyen utébbi, anti-kantidnus — vagy legaldbbis
LKiviilrsl” toreénd — megkozelitésének jellegzetes példdja a kanti szintetikus «
priori itéletet analitikussd alakithat6sagira irdnyul6 kérdés (vo. pl. Beck 1956),
hiszen ez a kanti kontextusban fogalmabdl kovetkezéleg kizart (vo. pl. Rovira
2020). A ,transzcendentilis” ellenérvesoport, mely megismeréképességiinkre,
illetve szemléletiinkre vonatkozik, viszont targyszer, a kanti problémat rele-
vansan érinti, és a jelen tanulminy ezekkel szembesiil.

Tanulmdnyunkban Kantot tudatosan az Alexander-Bandéczi -féle forditdsban
idézziik.

1. A KANTI ALLITAS TARGYSZERU TARTALMA

A tévképzetek elkeriilése érdekében mindenekeldtt azt kell tisztdznunk, hogy
mit is értett a német filoz6fus az eukleidészi geometria a priori voltan. E tekin-
tetben szerencsések vagyunk, mivel Kant ezt nagyon hatdrozottan és kifejezGen
fogalmazta meg. Egyrészt:

Minthogy ugyanis azt lattdk, hogy a matematikusok kovetkeztetései mind az ellent-
mondads tétele fonaldn haladnak [...] elhitették magukkal, hogy az alaptételeket is az
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ellenmondis tételébdl lehet megismerni, amiben nagyot csalédtak; mert a szintetikus
tétel megismerhetd ugyan az ellenmondés tétele alapjan, de csak ha mds szintetikus
tétel el6zi meg, amelybdl kovetkeztethetd, nem pedig magiban (Bevezetés V/1. —
B14; Kant 1913. 35).

Misrészt:

A geometria oly tudomdny, amely a tér tulajdonosdgait szintetikusan s mégis apriori hatdrozza
meg” (1. § — B42; id. m{ 51).

Az els6 idézet vilagossa teszi, hogy bar Kant szerint a matematikdban — s igy a
geometridban — a formalis logikat kovetik a levezetések (azaz a ,,bizonyitdsok”),
azok mégis szintetikusak. Ugyanis — allitja Kant — egy szintetikus tétel csak ak-
kor ismerhetd meg analitikus médon, ha mésik szintetikus tételbdl vezetjiik azt
le. Az ily médon levezethetetlen tételek az alaptételek — azaz esetiinkben a geo-
metriai axiomédk. Kant itt egy olyan belatdst fogalmaz meg, mely — a tér @ priori
voltidnak foltételezése nélkiil — mar Pascalnil megjelent (vo. Gondolatok, 282.
toredék; Pascal 1983. 139), de teljes mélységében csak a 20. szdzadban keriilt
kidolgozédsra: a matematikai igasdgok analitikusan tekintve csupdn foltételesek,
mivel kiindul6 axiémai (azaz ,alaptételei” vagy ,,alapelvei”) logikai titon bizo-
nyithatatlanok. Mivel ez igaz az eukleidészi geometria axiémaira is, ezzel a némer
filozdfus itt kimondatlanul a nem eukleidészi geometridak logikai lehetdségére mutat rd.

A misodikként idézete 4llitds a geometria targyat és jellegét hatirozza meg.
Eszerint a geometria médszere szintetikus, am mégis @ priori. Bar az els6 idézet-
bél az kovetkezik, hogy az axiomaktdl — az ,alaptételek”-t61 — eltekintve a tobbi
geometriai tétel mar analitikusan levezethetd, dm ez nem jelenti azt, hogy azok
tisztan analitikusak volndnak: mivel szintetikus a priori tételek levezetettjei, a
szintetikus jelleget atoroklik az axiomakbal.

Az el6bbiekbdl kovetkezik, hogy a geometria egyidejl @ priori és szinteti-
kus voltara vonatkoz6 kanti allitds igazsdgértékének vizsgilatakor elég csupan
a geometriai axiomékkal foglalkoznunk. Tekintettel arra, hogy az axiomak mint
szintetikus allitdsok logikailag nem bizonyithat6ak, harom lehet§ségiink marad:
vagy empirikusan (a posteriori), vagy a priori ismerjiilk meg 6ket, vagy ugyan «
priori, de 6nkényes megegyezés alapjin posztuldljuk azokat. T6bb mint szaz
évvel késébb Poincaré kivédhetetlen érveket fogalmazott meg az els§ lehetd-
séggel szemben. Am 6 ezutdn a harmadik lehetdséget vilasztotta: szerinte a tér-
nek csak megegyezés révén tulajdonithatunk geometridt, és ennek sordn annak
hasznossagatél mint irdinyadé mércétdl eltekintve szabadok vagyunk (amibdl az
is kovetkezik, hogy a geometriai axiomak énmagukban — éppen konvecionalis
voltuk miatt — nem hordoznak ismeretet, vo. Poincaré 1908).

Mi az, amit Kant e tekintetben lit, Poincaré viszont figyelmen kiviil hagy?
Misképpen fogalmazva: miért nem vagyunk szabadok Kant szerint a geometriai
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axiomak megvalasztiasakor, ha azt sem empirikus (a posteriori), sem logikai meg-
fontoldsok nem korlatozzak? Ezzel a kérdéssel eljutottunk A #iszta ész kritikdia
egyik sarokkévéhez.

L A TER MINT AZ ERZEKI SZEMLELET TISZTA FORMAJA

Elemi filoz6fiai ismeret, hogy Kant szerint az érzéki szemléletnek két tiszta for-
madja van: a tér és az id8, melyek koziil az el6bbi

mint a kiilsg érzékek minden jelenségének formdja (A 26 —id. mii: 52) sziikségszer(i a
priori képzet, mely minden kiils§ szemléletnek alapul szolgil (A24 — uo. 50).

és mint ilyen

nem diszkurziv vagy [...] dltaldnos fogalom tirgyak viszonyér6l dltaldban, hanem tiszta
szemlélet (A24—A25 — uo. 50).

Taldn egy analitikus filoz6fusban kétségeket ébreszthet — vagy ellentmondésos
lehet szimdara — e kanti meghatdrozas annyiban, hogy itt a tér egyszer mint az
érzéki szemlélet tiszta formdja jelenik meg, méaskor pedig maga is mint ,,tisz-
ta szemlélet” keriil meghatdrozdsra. Am a kanti szoveg ilyen szdrszdlhasogaté
megkozelitése csak arra j6, hogy megakadilyozza a kanti gondolatok megéreé-
sét: valgjaban semmi ellentmondds nincs abban, hogy a tér a szemlélet tiszta
formdja, és egyuttal maga is tiszta szemlélet legyen — mint amiképpen ezt Kant
kifejezetten allitja is A ziszta ész kritikdja masodik kiaddsdban: ,,De a teret meg
az 1d6t nemcsak mint az érzéki szemlélet formdit, hanem mint szemléletet is
gondoljuk” (26. § — B160, uo. 118-119).

Az elébbiek alapjan vildgosan kirajzolédik eléttiink a geometridval kapcsola-
tos kanti dllaspont. A geometria feladata a tér, mint @ priori tiszta szemlélet tu-
lajdonsdgainak meghatarozédsa. Targya egy a priori, s ezért nincs sziikség a kiilsd,
tapasztalati vilag felé fordulnunk axiémainak ler6gzitéséhez, s mivel az utébbiak
analitikusan nem 4llapithat6ak meg, csak szintetikusak lehetnek. A geometria
tehdt nem onkényes: akkor is lehet hamis, ha egyébként logikailag (matemati-
kailag) ellentmonddsmentes. Igazsdganak kritériuma, hogy helyesen ragadja-e
meg kiilsG érzéki szemléletiink tiszta formdjat, ami végsd soron az axiémikon
mulik.

Nem az empirikusan megjelend vilagrél van itt sz6 tehét, hanem kiilsG szem-
léletiink tiszta formdjarol. A kérdés nem az, hogy lehetségesek-e logikailag ellent-
mondasmentes mas geometridk, hanem hogy miutan ilyenek Bolyai, [.obacsevsz-
kij és Riemann dltal megkonstrudlasra keriiltek, ezek koziil melyik vagy melyek
felelnek meg tiszta szemléletiiknek. Forde Kjosavik megfogalmazasiban
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Csak akkor Iehet a geometria a tér elmélete, szemben a csupdn nomindlisan ,terek”-
ként meghatdrozott dltaldnos struktirdkkal, ha a geometriai axiomatikus rendszerek
szemantikdja — vagy modelldldsa — kapcsolatban 4ll a kanti szemlélettel (Kjosavik
2009. 26).

A kérdés helyes fokuszildsa Kjosavik terminol6gidjaval tehit a kovetkez6kép-
pen hangzik: [étezik-¢ valamiféle kritérium és méd, amely révén a geometriai
elméletek kozott kiilonbséget tehetiink a csupdn nomindlisan terekként meg-
hatdrozott dltalanos struktirik, és a geometria mint a tér valédi elmélete kozot,
s ha igen, akkor vajon ez ut6bbi kategdridba mely geometridk tartoznak? (Kjosa-
vik ez utébbi tekintetében bizonytalan, s a probléma helyes fékuszalasa ellenére
ezért § csak részlegesen tekinthetd Kant kovetdjének.)
Persze egy adott probléma helyes fokuszaldsa nem vonja maga utin automati-
kusan megoldasét. Igy esetiinkben két Gjabb kérdés vetddik fol:
(1) Létezik-e egyéltaliban olyan mint a kanti értelemben vett tér, azaz léte-
zik-e olyan, mint kiils§ szemléletiink tiszta form4ja?
(2) Ha létezik ilyen, miképpen dllapithat6 meg, hogy a geometria axiémai
megfelelnek-e ennek a kanti értelemben vett térnek, amely azon tul,
hogy a kiilsG szemlélet a priori tiszta formdja, maga is tiszta szemlélet?

E kérdések azt is vildgossa teszik, hogy nem valamiféle szellemi korlat vagy fi-
lozo6fiai miiveletlenség vezet a geometria @ priori voltara vonatkozé kanti tézis
félreértéséhez. Ennek oka inkdbb az eredeti kanti kontextus figyelmen kiviil
hagyisa, mely a problémanak ,,kiviilr6l” torténd, mas filozo6fiai elkotelezettsé-
gen nyugvo megkozelitésébdl — azaz a kanti értelemben vett érzéki szemléletre
és annak két tiszta formdjara vonatkozé tanitds (rejtett vagy kifejezett) elutasi-
tasabol — fakad.

IV. A PROBLEMAKOR KITERJESZTESE A KANTI FOGALOMRENDSZEREN
TULRA

A kovetkezdkben kilépiink a kanti keretekbdl, és dltalinosabban — a tér a priori
vagy nem « priori voltara vonatkoz6 kérdést zardjelbe téve, attdl fiiggetleniil —
fogalmazzuk meg az cukleidészi geometria @ prior: voltira vonatkozé allitdst,
és ennek érdekében a kanti @ priori térnél egy gyengébb és ezért dltalinosabb
fogalmat vezetiink be, melyet ,,térszemlélet”-nek fogunk nevezni. Kant ugyan
altaldban a geometria @ priori voltar6l beszél, nyilvanvald, hogy e tekintetben az
eukleidészi geometridra gondol. Ez nem csupin torténetileg kovetkeztethetd
ki, hanem pl. az egyenes fogalmara adott — kés6bb ismertetésre keriil6 — meg-
hatdrozasabdl is kideriil. Maga a kérdés azonban Bolyai és Lobacsevszkij fol-
fedezése utin (amely tulajdonképpen mai szemmel nem folfedezés, hanem a
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parhuzamossdgi axiéma fiiggetlenségének bizonyitisa) mar oly médon vetddik
fol, hogy létezik-e olyan @ priori és nem konvenciondlis tényezd, mely kitiinteti
valamelyik geometridt vagy geometridk egy csoportjit.

Mirmost nyilvinvaléan rendelkeziink azzal az adottsidggal, hogy az érzéke-
ink 4ltal megjelenitett empirikus vildagot térbeliként szemléljiik. Ez a képes-
ség pedig valamiképpen — ha masként nem, opcidként, lehetfségként, mely
a személy egészséges fejlédése sordn bontakozik ki — csak tapasztalat elGtti
lehet, mert ¢ nélkiil eleve nem tapasztalhatndnk a térbeliséget, s egy nem
térbeliként megjelend vildg a posteriori nem alakithatna ki benniink a fogé-
konysdgot a térbeliség irdnt. E tapasztalatelSttiség még akkor is fonnéll, ha egy
keményen realista térfolfogist kovetve térélményiinket és a vele kapcsolatos
képzeteinket a t6liink fiiggetlen vildg ,,objektiv” térbelisége lenyomatinak
tekingjiik. Hiszen, ha nem volna meg ¢ képességiink mar a tapasztalds elftt
arra, hogy e lenyomatot befogadjuk, nem észlelhetnénk a térbeliséget. A hely-
zet e tekintetben hasonl6 a szinérzékelés képességéhez: ha nem rendelkeznék
valamely genetikusan adott médon e képességgel, akkor szineket sem érzé-
kelhetnénk. Természetesen a térérzékelés és a szinérzékelés képességébdl
egyaltaliban nem kovetkezik sem a tér, sem a szinek « priori volta, tovabba a
térbeliség érzékelésének tapasztalatelStti képessége a tér mint tiszta szemlé-
let fogalmaval sem azonos: arra szolgdl csupan, hogy a kanti kontextusnél dlta-
lanosabban, a kanti érvektdl fiiggetleniil is beldssuk az eukleidészi geometria
a priori voltat. (Ami — mint mér hangsilyoztuk — természetesen nem feltétle-
niil vonja maga utin a tér @ priori voltat.)

Mirmost az nyilvinvald, hogy Kantnal ez a képességiink az @ priori tér révén
adodik, mely a kiils§ érzéki szemlélet tiszta formdja, és — mint lattuk — egyuteal
maga is tiszta szemlélet (Kant 26.§ — B 160). Ugyanakkor nem kell foltétlentil
az a priori tér kanti fogalmat elfogadunk ahhoz, hogy az eukleidészi geometria
priori voltar6l beszélhessiink. Elég csupan ezen — az elébbiek értelmében sziik-
ségszerilien a priori — adottsdgot elismerni, és ennek természetét vizsgalni. S ha
ennek sordn beldtjuk, hogy ez az adottsig az eukleidészi geometriat tiinteti ki,
illetve az csupén az eukleidészi geometridval van 6sszhangban, a kanti gondolat-
menetnél dltalinosabban, de ugyanakkor Kantra is érvényesen, 6t is igazolva
beldttuk az eukleidészi geometria @ priori jellegét.

Az el6bbi képesség nyilvan nem egyszertien szemiink altal adott, Hiszen a va-
kok is rendelkeznek térélménnyel tapintds és mozgids révén, amiként ezt Pala-
gyi Menyhért tobb mint szdz évvel ezelStt szuggesztiv médon elemezte (Paldgyi
1918/1925; 1925), és amiképpen ezt a mai tudomanyos vizsgalatok sokoldaltian
igazoltak. Am ettdl fiiggetleniil is: a két szem 4ltal ad6dé eltolédott két képet
nyilvinval6an nem a szemek dolgozzak fol térbeli mélységet is magaba foglalé
latvannya. Mindez viszont mér a posteriori ismeret, és ezért témank szempont-
jabol k6zombos. Szamunkra itt elég annyi, hogy a tapasztalati vilag térbeliként
valé megjelenése (fliggetleniil attdl, hogy e térbeliség ,tiikr6z&dés”-e, vagy
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puszta jelenség a kanti értelemben), mar eleve foltételez egy olyan képességet,
amely ezt lehet6vé teszi.

A tovabbiakban azt az @ priori adott képességet, melynek kdszonhetben sza-
munkra a vildg térbeliként jelenik meg, a térbeliség személete képességének,
vagy rovidebben — Fregét kivetve — ,,térszemlélet”-nek (,, Raumanschaunung”)
fogjuk nevezni (vo. Frege 1899. 9), amely szbéosszetételben a ,,tér” szoval ér-
telemszeriien nem a kanti tiszta térre mint a priori tiszta forméra gondolunk,
hanem az empirikusan megjelend térre. A ,térszemlélet” tehdt a most beve-
zetett értelemben az az a priori adottsdg, melynek koszonhetSen az érzékileg
megjelend kiilvildg térbelileg jelenik meg szamunkra, és képesek vagyunk azt
térbeliként szemlélni. Mivel Kantndl a tér mint tiszta szemlélet az, amely a
kiilsG érzéki vilagot térbeliként jeleniti meg, a kanti tér mint ziszta szemléler a
Wlerssemléler” dltalunk most bevezetett dltalanosabb fogalmdanak alesete.

V. TERSZEMLELETUNK ES A GEOMETRIA

Egyéltalin nem evidens, hanem kérdésként vetddik fol, hogy a kanti tér mint
tiszta szemlélet, illetve az el6bbiek értelmében vett, a kanti esetet magiban fog-
lalé, de anndl 4ltaldinosabb , térszemlélet” rendelkezik-e valamiképpen geomet-
ridval. Bar ez logikailag nem igazolhatd, am erds érvek hozhatdak f6l amellett,
hogy igen.

Egyrészt tantsagul szolgil ehhez mind Platén Menénja (v6. Platon Menén
XVI-XIX; illetve Menén 82b—85b. In Platén 1984. 675-687; Platén 2013. 53—
62), mind a geometriai tételek nem analitikus, hanem a puszta szemlélet altali
bizonyitdsa. Amikor sikbeli dbrak segitségével kétdimenzids geometriai tétele-
ket bizonyitunk, éppen azt a képességiinket haszniljuk, mely lehet6vé teszi,
hogy az érzékileg megjelendt térbeli dsszefiiggéseiben lassuk. Mi tobb — mint
amiképpen erre mar Platon is folhivta a figyelmet —, ennek nyomdn az is vildgos-
sa vilik, hogy itt az érzéki tapasztalat nem adja, hanem csak segiti a geometriai
beldtast, hiszen a legtokéletesebb érzékileg szemlélhetd dbra sem pontos geo-
metriailag — nem is beszélve arrél, hogy egy csupan kozelitSleg pontos dbran is
meglathatjuk a geometriai 6sszefiiggéseket. Evidens az is, hogy az a bizonyitas,
amit szemlélés révén litunk be, nem a konkrét, az érzéki-vizudlis térben meg-
jelend abrara, hanem az adott osztdlyba tartoz6 lehetséges geometriai alakzatok
(pl. a haromszogek) Osszességére vonatkozik. Platén ezt mar meggydzden tema-
tizédlta, de sziikségtelen hozza fordulnunk, hiszen Thalész és Piithagorasz tételé-
nek kozépiskolai szemléletes bizonyitdsdra visszacmlékezve ezt mindenki sajéat
élménye alapjan beldthatja. Igaz, ehhez mar egyfajta ,,iskolazott” térszemlélet
sziikséges (vagy legaldbbis iskoldzott személynek a segitsége), am ha nem volna
meg eleve, még preteoretikusan a térbeli viszonyok észlelésének és szemlélé-
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sének képessége — azaz az el6bbiekben bevezetett ,,térszemlélet” — akkor nem
volna lehetdség az ,,iskolaztatds” -ra.

Az elébbiek nyomin igy sziikségiink van még egy fogalmi megkiilonboztetés
bevezetésére. A geometria tudomany. A térszemlélet mint az érzéki vilag tér-
beliként valo észlelésének adottsdga viszont elemi képesség, mely nem igényel
iskolai képzést, s ebben az értelemben ,természetes” vagy ,,preteoretikus”.
E preteoretikus térszemléletrdl (amely Heidegger terminolégiajaval a ,, Zuhan-
denheit” kategoridjahoz tartozik, de amelynek preteoretikus volta e kategoria
nélkiil is j6l érthetd) meggy6z6 elemzést olvashatunk Heidegger Sein und Zeit-
jében (ldsd Heidegger 1927/2019. 22-24.8).

Az a tény viszont, hogy ez a preteoretikus térélmény és térszemlélet nem
geometriai jellegi, természetesen még nem vonja maga utdn az eukleidészi geo-
metria a priori voltdnak cafolatdt. Csupdn az elemzés tovabbi finomitasat teszi
sziikségessé, aminek nyoman a kovetkez§ kérdést kell foltenniink: a preteoreti-
kus térszemlélet vajon semleges-e a kiilonb6z§ lehetséges geometridk tekinte-
tében, vagy hatarozottan valamely geometria felé mutat?

Mindezzel kapcsolatosan hangsilyoznunk kell még azt is, hogy amikor tér-
szemléletiink — vagy a kanti megkozelités kontextusiban megfogalmazva a tér
mint kiils§ szemléletiink tiszta formaja — eukleidészi vagy nem eukleidészi jel-
legét vizsgaljuk, mindig a haromdimenzids, végtelen térre kell gondolnunk. Ha feltesz-
sziik ugyanis azt, hogy az eukleidészi geometria szemléletes, azaz hogy (kantia-
nus megfogalmazasban) 6sszhangban van szemléletiink tiszta forméjaval, illetve
(altalanosabb megkozelitésben) az el6bbickben bevezetett ,,térszemléletiink”-
kel, akkor analitikus igazsigként adédik, hogy a nem eukleidészi geometridk
kétdimenziés vagy haromdimenzids, de véges eukleidészi modelljei éppen euk-
leidészi voltuk miatt szemléletesek.

VI. HELMHOLTZ ES FREGE

Helmholtz és Frege egyarint azon jelentds gondolkodékhoz tartozik, akik az
els6k kozott foglalkoztak az dltalunk ,transzcendentdlis”-ként jellemzett meg-
kozelités jegyében az eukleidészi geometria a priori voltinak kérdésével. Jelen-
tdségiik azonban nemcsak torténeti: markdnsan és ma is aktudlisan képviselik
az arra adhatd, egymdssal radikélisan ellentétes két vilaszt. Ezért targykoriinket
ma is az 6 allaspontjukat szembesitve érdemes vizsgalni.

Helmholtz szerint addig, amig az elemzés csak a szemlélet fogalmaig jut el,
ugy tlinhet, hogy Kantnak igaza van a geometria aprioritdsa tekintetében, 4m a
tudomdnyos haladas lehetévé tette, hogy magit a szemléletet tovabbi elemekre
bontsuk fol, és ennek nyomdan a kanti nézet tudomanyosan meghaladottd valt:
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a tér nagyon jol lehet a szemlélet formdja a kanti értelemben, és mégsem sziikség-
képpen foglalja magiban az axiomdkat. (Helmholtz 1878. 213. Itt Helmholtz értelem-
szerlileg az eukleidészi geometria axiémdira gondol.)

A jelen kor legjelentdsebb tudomdnyos eredményének tartom, hogy a szemlélet fo-
galma a gondolkodds elemi folyamataira félbontva tdrgyaland6, ami még hidnyzik
Kantndl, s ez meghatdrozza a geometriai axiémdakrdl mint transzcendentilis kijelenté-
sekrdl alkotott folfogdsat (Helmholtz 1878/1921. 134).

Helmholtz tehdt nem veti el a térre mint a szemlélet tiszta formdjara vonatkozé
kanti allitdst, csupdn arra hivja fol a figyelmet, hogy ez és a geometriai a priori
voltinak kérdése kiilonbozik egymdstdl, és csak az utébbi tekintetében vilaszol
tagad6an, amennyiben az ezzel kapcsolatos kanti tézist a kor tudomédnya 4altal
meghaladottnak tekinti. Helmholtzzal vitatkozva gyokeresen ellentétes 4llds-
pontot foglal el Frege:

Kant nagy érdemét litom abban, hogy megkiilonbéztette a szintetikus és az analitikus
itéleteket. Amikor a geometriai igazsdgokat szintetikusnak és a priorinak nevezete,
valodi Iényegiiket tdra fol. Ezt pedig még ma is érdemes elismerni, mert sokszor nem
ismerik fol. (Frege,1884. 89 §. 101; Frege 1999. 112.)

Axiomiknak azokat az igaz kijelentéseket nevezem, melyeket nem bizonyitunk, mi-
vel ismeretiik egy olyan, a logikaitdl teljesen kiillonb6z§ ismeretforrdsbol fakad, me-
lyet ,térszemlélet”-nek [Raumanschauung] nevezhetiink (Frege 1899. 9).

A tér Kant szerint a jelenséghez tartozik. Lehetséges volna, hogy més értelmes 1é-
nyek szdmdra egészen masként mutatkozik, mint nekiink. Val6jdban még azt sem
tudhatjuk, hogy az egyik ember sziméra ugyanolyannak t{inik-e, mint a masik ember
szamdra. Mégis magdban foglal valami objektivet: mindenki ugyanazon geometriai
axiomdkat ismeri fol, még ha csak cselekedetei dltal is [...] Objektiv benne az, ami
torvényszer, fogalmi, megitélhetd. A tisztan szemléleti nem kozolhetd. (Frege 1884.
26. §. 35; Frege 1999. 52.)

Bar az utébbi idézetben szerepld méasodik mondattal kapcsolatosan fenntarta-
saink vannak (ldsd késébb), ettdl eltekintve a kdvetkezSkben az & allispontja
mellett fogunk érvelni, mégpedig akkor is, ha ezédltal k6zolni prébaljuk a ,,nem
kozolhet6”-t. (Ami nem jelenti azt, hogy tagadnink Frege ezzel kapcsolatos 4l-
litasat: azt elfogadva, eljardsunk paradox voltdt tudatosan villalva tessziik ezt.)

Ugyanakkor, tekintettel arra, hogy nem torténeti, hanem fogalmi megko-
zelitésben foglalkozunk targyunkkal, nem tériink ki az egyik oldalrél Frege,
masik oldalrél Otto Liebman és a marburgi neokantidnus iskola (kiilonésen

Cohen és Natorp) kozotti parhuzamra (vo. pl. Liebman 1880; Gabriel-Schlot-
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te 2019; Merrick 2006), sem az utébbiak és Helmholtz vitdjara (vo. pl. Merrick
2000), s arra sem, hogy Cassirer miért tévedett, amikor Einstein relativitdsel-
méletének hatdsira e kérdésben § maga is anti-kantidnussa valt. Mindez kiilon
tanulmény targyat képezhetné: itt csak annyiban van jelentGsége, hogy allas-
pontunk nem valamiféle 1égbdl kapott ijdonsdg, hanem a Pascaltél és Kant-
t6l induld, a marburgi iskoldn és Fregén 4t mdig iveld filozéfiai tradicihoz
csatlakozik.

VIL ERVEK A ,NEM KOZOLHETO” MELLETT

Természetesen nem kommunikéalhat6 érzéseinkrél, érzelmeinkrél, élményeink-
6l — s dltalaban mentdlis dllapotainkrél — lehet kommunikalni. Ez azonban nem
jelenti maginak a targynak 4dtaddsit vagy kozvetitését. Ha valakinek faj a feje
vagy j6 kedve van, arrdl tdjékoztathatja a masik személyt, s az — mivel ismeri
maga is az ilyen dllapotokat — érteni fogja, mir6l van sz6. Am az ilyen példik
nem allithatéak parhuzamba térszemléletiink eukleidészi — vagy nem eukleidé-
szi — jellegére vonatkozo kijelentéssel: ezt az utébbit a népesség nagyobb része
mar eleve meg sem értené; a megéreéséhez megfeleld képzettséggel rendelkezd
személyek kozott pedig nincs egyetértés ennek a tekintetében.

Konkrét példaval: ha egy matematikus — s kiilonosképpen a nem eukleidészi
geometridban jartas matematikus — azt allitja, hogy szdmadra a hiperbolikus és
szférikus geometridk ugyanigy szemléletesek, mint az eukleidészi, ezt masik
személy nyilvin nem ellendrizheti, hiszen nem veheti magihoz az illet§ szem-
l1életét, és nem is ,, hatolhat be” annak személyiségébe, hogy ellendrizze kijelen-
tésének helyes voltit.

Mit lehet tenni? El kell fogadnunk, hogy embertarsaink egy része esetében a
térszemlélet nem sziikségképpen eukleidészi, s dltaliban is ez az egész kérdés-
kor neveltetés és képzés kérdése? Azaz ne 1étezne egyetemesen a pascali ,,sziv”
(azaz a pascali intuicid), mely érzi a geometriai alapelvek — a geometriai axiomak
— igazsagat? Mert az eukleidészi geometria akkor is a priori, ha axiémdit nem a
kanti tiszta szemlélet adja szdmunkra, hanem Pascal ,szive” (vo. Gondolatok,
282. toredék; Pascal 1983. 139).

A jelen tanulminy szerzdje szerint a pascali intuicié a geometria esetében
egyetemes. S ez nem dogmatikus kijelentés: bar természetébdl kovetkezbleg
logikailag érvényesen nem bizonyithatd, erds érvek hozhatiak f0l amellett, hogy tér-
szemléletiink egyetemesen eukleidészi.

Platon Mendnjara mar hivatkoztunk (Platén 2013). J6llehet, miivelt személyek
irdnyitjdk a miveletlen szolgit, 6k vezetik rd, hogy mit szemléljen az dbrin, s
hogyan értelmezze azt, a kérdés nem az, hogy miiveltség, folkésziiltség nélkiil
képes-e valaki geometriai beldtdsokra, hanem az, hogy a preteoretikus térkép-
zetek alapjan rivezethetG-e valaki a nem eukleidészi tételek bizonyitdsara. Aki
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tagadja e geometria @ priori voltat, annak igenld valaszt kell adnia erre a kérdés-
re, s a platénihoz hasonlé nem eukleidészi példat kell nydjtania.

A Mengnban talilhaté példa a platoni parbeszéd mint moédszer jegyében fo-
galmazodott meg, és a nem eukleidészi geometridk szemléletes voltara hivatko-
z6 személyekkel szemben ilyen dialégus kezdeményezhetd, akik ezen az titon
talin meggydzhetdk, hogy a nem-eukleidészi geometridk szemléletességére
vonatkozo kijelentéseikben azok eukleidészi modelljeinek szemléletessége té-
vesztette meg Gket.

VégezhetGek tovabba kikérdezds vizsgilatok vagy tesztek, melyek a leg-
kiilonb6z6bb kultirikban él6, a matematikdban és a geometridban képzetlen
személyek preteoretikus térképzeteire irdnyulnak. Am az ilyen tipusi vizsgéla-
tokkal évatosan kell banni, mert a ma divatos relativizmus jegyében tendenci6-
zusak lehetnek, és ,,objektiv” bizonyitékként szolgalhatnak arra, hogy térszem-
léletiink jellege relativ, nem sziikségképpen cukleidészi. S persze ugyanezen
érv megforditva is haszndlhat6 a térszemlélet — vagy legaldbbis a preteoretikus
térképzetek — eukleidészi jellegér alditdmaszté vizsgilati eredményekkel szem-
ben. (Az elébbick értelmében nem perdontd, de érdekes, pro-kantidnus ered-
ményt adé empirikus vizsgilatként ldsd pl. Izard—Pica et al. 2011.)

VIIL. AZ EGYENES FOGALMANAK JELENTOSEGE A KANTI ELMELET
SZEMPONTJABOL

A legjelentsebb és legerdsebb évet azonban a platéni parbeszédet mint méd-
szert kovetve fogalmazhatjuk meg, azzal, hogy a lehetséges ellenérveket —azaz a
parbeszéd folytatdsat — azokra hagyjuk, akik ezen érvek érvényességét kétségbe
vonjak. Erviink el6addsanak kiindulépontjaként tjra Kanthoz fordulunk:

Hogy az egyenes vonal a legrovidebb két pont kozott, szintetikai tétel. Mert fogal-
mam az egyenességrél nem foglal magdban mennyiséget, csak mingséget. A legro-
videbb fogalma tehdt egészen hozzédkeriil, nem vonhat6 ki semmiféle taglalassal az
egyenes vonal fogalmabdl. A szemlélet kell tehdr itt segitségiil venni, csak ez teszi
lehetévé a szintézist. (V/1. B16-B17; Kant 1913. 36-37.)

E kant allitds egyenesen sokkoloként és egytittal a geometria a priori voltira
vonatkoz6 kanti tétel nyilvanvaléan hamis voltdnak igazoldsaként jelenhet meg
a matematikusok tobbsége szidmdra. S ha ez az utébbi a jelen sorok szerzgje
szamdra sohasem meriilt f6l, be kell vallania, hogy az el6bbit — azaz a sokkol6
hatdst — § is atélte.

Mert mir6l is van sz6? Az eurdpai kultirdban (mely a tudoméanyok tekinteté-
ben immar egyetemesen uralja az emberiség gondolkoddsit) az egyenes fogalma
a kozépiskoldkban — de talin mar az altaldnos iskoldkban — hagyomanyosan két
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adott pont kozotti legrovidebb tdvolsagként keriil meghatarozasra. Hogyan is le-
hetne masképp definidlni — szegezhet§ szembe Kanttal —, s ¢ kérdés egyben az
6 most idézett allitdsanak cafolatdt is jelenti. Am megfeleld reflexi és utdnagon-
dolds utdn beldthatd, hogy mégiscsak a német filozéfusnak van igaza: egy vonal
geometriailag egyenes volta mindség, s nem mennyiség, amelynek énmagéban
nincs koze a mérték kategoridjahoz (ldsd ezzel kapcesolatban pl. Biichel 1987.
150-152). Amikor az egyenesség fogalmdt a modern matematika mértékbeli-
mennyiségi sajatossdghoz koti, azaz megfosztja azt mingségi jellegétsl, valdja-
ban egy torténetileg kialakult, kultidrafiiggd bedllitéddsnak engedelmeskedik: a
modern kultdra azon jellegének, amelyet Heidegger a kalkulativ gondolkodas
térnyeréseként jellemez. (Heidegger 1955/1959; ugyanez magyar forditdsban:
ud 1981 és 1983; tovabbd ud 1957.)

Annak aldtdmasztasara, hogy milyen nagy jelentdsége van az egyenes e kan-
ti meghatdrozasianak az ecukleidészi geometria a priori volta szempontjabdl, két
szerzére hivatkozunk.

Ladislav Kvasz szerint Kant a geometridnak egy olyan megkozelitését ko-
vette, mely kiviilr6l szemléli targyit és egyuttal reflektdl a szemlélet sordan fol-
1ép6 perspektivikus hatdsokra. Ezt Kvasz a geometria ,,projekciés” folfogasanak
nevezi, s szerinte az nemcsak Kant korit jellemezte, hanem a késébbi projek-
tiv geometridnak is sajitja. Kvasz ugyanakkor arra hivja f6l a figyelmet, hogy
kés6bb uralomra jutott egy mésik (a festészetben a reneszinsz idejére vissza-
vezethet§) megkozelités, mely megengedi, hogy az egyenest gorbékkel repre-
zentaljuk. Marmost Kvasz szerint Kant elmélete helyes a geometria projekcios
folfogasat illetGen, de tarthatatlan a Gauss, Bolyai, L.obacsevszkij és kovet6i altal
képviselt utdbbi — altala interpretilénak nevezett — megkozelités esetében (vo.
Kvasz 159-162).

A misik szerzd, Joongol Kim Kvasszal ellentétes allaspontot foglal el, és azt
hangstlyozza, hogy az eukleidészi geometria a kanti meghatirozds szerint az a
priori, ,bels6” tér geometriai objektumainak tudomanya. (Kim 12), és ezért az
egyenes vonalakat ezen a priori tér objektumaként kell elképzelniink. Ennek
sordn pedig azokat fogalmukbdl kévetkezdleg nem jelenithetjiik meg gorbékkel
(vo. Kim 29-30).

Vegyiik észre, hogy ellentétes megkozelitésiik ellenére e két szerz§ az egye-
nes jellegének tekintetétben egyetért egymassal. Kvasznak abban ugyanis iga-
za van, hogy ha ,,elvonatkoztatunk” — azaz elfordulunk — a tiszta szemlélettdl, az
egyenes fogalma relativizalhat6va valik, és ekkor az eukleidészi értelemben vett
Lgbrbét” is egyenesnek tekinthetjiik. Am ez az allitds éppenséggel nem Kant
cafolata, hanem igazoldsa, hiszen — mint amiképpen ezt tanulmanyunk elején
lathattuk — a német filoz6fus allitdsa a geometria a priori voltardl a tiszta szem-
léletre vonatkozik, s § maga is tisztdban volt azzal, hogy az axiémak kicserélése
nem vezet sziikségképpen logikai ellentmondashoz. Kvasz e tekintetben nem-
csak kozvetve, hanem kifejezetten is elismeri Kant dllaspontjat:
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Ha a matematika nyelvét, szintaxisdt és kiilonésen szemantikdjit oly médon értel-
mezziik, mint Kant tette, akkor nem lehetséges mis geometria, mint az eukleidészi
(Kvasz, id m 155).

Kvasz és Kim latszolagosan ellentétes nézete tehit valéjaban konvergil, s mind-
kettd azt tdimasztja ald, hogy szemléletiinknek egyediiliként az eukleidészi geo-
metria felel meg. E rész befejezésként jra Fregét idézziik:

Csak annyit mondhatok, hogy ameddig az ,egyenes”, a ,,parhuzamos” és a ,,szeli”
szavakat igy értem, ahogy értem, el kell fogadnom a pdrhuzamossdgi axiomat. Ha va-
laki nem fogadja el, azt kell foltételezem, hogy & e szavakat masként érti. (Frege
1983. 266.)

Frege ezen szavai vildgosan folfedik a nem eukleidészi geometridk titkit: az
ezen geometridk dltal megkonstrudlt ,,szép 1) vildg”-ok lehetdségének foltétele
a szavak jelentésének megviltoztatisa: azokhoz @ /a Aldous Huxley egyfajta ,,1ij
beszéd”-re van sziikség.

IX. A VONAL EGYENES VOLTANAK ES A DEREKSZOGNEK ESZLELESE
MINT A PRIORI ADOTTSAG

S akkor a kordbban emlitett platoni dialégus médszerének szellemében fogal-
mazzuk meg két alapvetd, hairomdimenzids térben €16, haromdimenzids 1ények-
re érvényes érviinket!

(1) Képzeljiink el vonalakat egy dbrdn, melyek egy kivétellel jobbra vagy balra gor-
biilnek el kiillonb6zd mértékben. Az egy kivétel oly mértékben egyenes, hogy szem-
1élése sordn a szemlél§ terében egyenesként jelenik meg. Marmost sziiksége van-¢ a
szemlélének a mérték fogalmdra és geometriai képzettségre annak észrevételéhez, hogy
a vonalak kozott a szdmdra egyenesként megjelend vonal az 6sszes tobbi kozott ka-
kukktojds? Vajon nem fogja-e minden intellektudlis tevékenység és fontolgatds nél-
kiil ,l4tni”, hogy az egyenes vonal kiilonbézik a tobbi, gérbe vonaltél? Es vajon nem
fogja-e azonnal latni, hogy egyes vonalak jobban gorbiilnek el, mint masok? Mindez
pedig elképzelhetetlen volna az egyenes belsSleg adott, a priori mintdja vagy etalon-
ja nélkiil. Az mar persze fejlédéslélektani kérdés, hogy hany éves kortdl lesz képes a
valds (tehdt NEM egy fiktiv, kétdimenziés feliileten €16, kétdimenzids) gyermek az
egyenesnek mint kakukktojdsnak a folismerésére, valamint annak megkiilonbozteté-
sére, hogy az egyik vonal jobban gérbiil, mint a masik vonal. Am nehéz érveket hozni
amellett, hogy ehhez geometriai képzésre, vagy a vonalak hosszdnak méricskélésére
volna sziikség, amiképpen amellett is, hogy egyes kultirikban a gorbe és az egyenes
vonal ne volna az egészségesen fejl6dd személyek dltal egy bizonyos kor utin meg-
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kiilonboztethetd. De nem sziikségképpen kell dbrik segitségével érvelniink. Egy
erdd fiira tekintve, mely fik torzsének egy része természeti okok miatt jobbra vagy
balra gorbiil, azonnal észlelhetd lesz e rendellenesség, amiképpen azonnal folismer-
hetd lesz a suddr — azaz kozelitSleg egyenes torzsii — fak jelenléte is, ami szintén az
egyenesség észlelésének képességét, azaz az ,,egyenesség”-nek mint egyfajta belsd
ctalonnak 1étezését foltéeelezi.

Ha az el6bbieket elfogadjuk, automatikusan adédik, hogy az egyenes fogalmat
csak térszemléletiinktdl elvonatkoztatva relativizadlhatjuk, azaz hogy a ,,gorbiilt”
ter(i, nem ecukleidészi geometridk csupan ezen elvonatkoztatds esetén vilnak
lehetségessé: azok —a mar idézett Kjovasik terminolégidjaval — csupidn nomina-
lisan, de nem a kanti értelemben geometridk.

(2) Hasonléan beldthaté, hogy képesek vagyunk egy vizszintes talajon 4ll6 erdd hoz-
zavetGlegesen egyenes torzsi fai esetében azonnal észlelni, ha a fik egy része torzsiik
egyenes volta ellenére a talajhoz képest megddlt — azaz ahhoz képest nem fiiggdlege-
sen 4ll. Ugyanigy képesek vagyunk arra, hogy észleljiik a keletre, nyugatra, északra
vagy délre val6 d@lés irdnyat is, s nehéz volna foltételezni, hogy vannak olyan kul-
tardk, amelyeknek tagjai erre képtelenek. Vajon elképzelhetGek-¢ olyan ép elméji
személyek, akiknek Pisiban sétilva ne tlinne f6l, hogy amig a templomok tornyai
»egyenesen” — azaz fiiggGlegesen — dllnak, a nevezetes ,,pisai torony” ferde? Mivel a
pisai torony, vagy egy egyébként egyenes torzsi fa ,,ferdeségének” észlelése minden
mérés és mértékfogalom nélkiil észlelhetd, a fiiggsleges volt is minGgségként adddik,
szemben a mennyiségi szemlélettel, mely a ,,d61és” -t a 90 fokos sz6gtdl valé szogelté-
résként, a kisebb és nagyobb szog kategoridjaval hatdrozza meg.

Mirmost az a tétel, hogy a hiromszog szogeinek Osszege 180 szogfok, mar teo-
retikus 4llitds. Am ha elfogadjuk, hogy rendelkeziink a haromdimenziés egye-
nesség és a fiiggdlegesség preteoretikus, szemléletbeli etalonjival, akkor mind-
addig, amig nem vonatkoztatunk el ezen etalonoktdl — azaz az dltalunk Frege
nyomdan ,térszemlélet”’-nek nevezett képességiinktsl, vagy a pascali intuicio-
tél — sziikségszertien adodik az a nevezetes beldtds, hogy a haromszog szogeinek
Osszege szitkségképpen két derékszoget ad ki. S j6l ismert, hogy ez az eukleidé-
szi geometridban hagyomanyosan tételként bizonyitott 4llitds helyettesitheti a
parhuzamossagi axiémat. Igy akdr (1), akdr (2) elfogaddsa esetén bizonyitott, hogy
terszemléletiink — s ennck aleseteként £ilsd szemléletiink kanti értelemben vett tiszta
Jormdja — kitiinteti az eukleidészi geometridat, azaz az eukleidészi geometria a priori a
kanti értelemben.

Vegyiik észre, hogy bizonyitdsunk nem logikai, nem analitikus, hanem f6lté-
telezi az (1) vagy a (2) allitds legaldbb egyikének elfogaddsit, melyek analitiku-
san tekintve a preteoretikus térszemléletbdl ad6dé axiomaknak tekinthetdk. Ha
viszont ezeket elfogadjuk, mar analitikusan kdvetkezik, hogy térszemléletiink
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eukleidészi, és igy aki tagadni szeretné ezt, mind az (1), mind a (2) éllitdst meg
kell céfolnia.

Azon geométerek allispontjabdl tehdit, akik szerint a nem eukleidészi geo-
metridk (tehat a hdromdimenzids, végtelen nem eukleidészi terek, s nem azok
kétdimenzids vagy véges, hiaromdimenziés eukleidészi modelljei) ugyanigy
szemléletesek, mint az eukleidészi, az kovetkezik, hogy az § szemléletiik sza-
madra a ,,gorbe”-ként megjelend vonal ezen mindsége, vagy egy erdébeli fatorzs
gorbe voltdnak latvinya csupdn relativ, s e gorbe idomok akir egyenes vona-
ltaknak is tekinthet6k. Hasonl6képpen: egy ilyen allitds maga utdn vonja azt is,
hogy Pisa templomtornyait akdr d6ltnek, a viros nevezetes ferde tornyét pedig
akar fiiggSlegesnek tekinthetjiik. Ezzel pedig a platéni parbeszéd szellemében
megfogalmaztuk szidmukra érveinket, s nekik kell eldonteni, hogy villaljak-e
ellentétes dllaspontjuk ezen kovetkezményeit.

X. NEM MERNOKI VAGY FIZIKAI MERESEKROL, HANEM A VIZUALIS
ES A TAPINTASI TERROL VAN SZO

A jobb szemmértékkel rendelkezd személy szimara ferde lehet az, ami a ma-
sik, gyengébb szemmértékid személy szamara fiiggblegesként jelenik meg. S
egy egyenesként megjelend vonalr6l nagyitéval vald vizsgilat sorin megalla-
pithatjuk, hogy mégsem az. Ennek azonban az észlel6képesség és az etalonok
szempontjabdl nincs jelentdsége. Elég volna az is, ha a ,,majdnem egyenes” és
a ,majdnem fiigg6leges”, illetve a , hatirozottan nem egyenes” és a ,hatdro-
zottan nem fiiggSleges” megkiilonboztetésének képességérsl beszélnénk. Ez
ugyanigy foltételezi a belsd, a priori etalont, mint a pontosan ilyenekként valé
megjelenés megillapitdsinak képessége: nem elméletrsl, nem mérésektsl és
analizisrél, hanem preteoretikus térélményeinkrél van szo.

S mindez igaz a vakok térképzetére is, illetve arra, amit Paldgyi Menyhért ta-
pintds altali vagy vak latdsként hatdroz meg (Paldgyi 1918/1925; illetve ud 1925)
— bér az 6 esetiikben természetesen az erdd, a tornyok és a papirlapon taldlhaté
rajzolatok helyett més targyakat (maketteket, domboritott dbrakat) kell figye-
lembe venni. (Erdekfeszits kérdésként meriil £61, hogy a vakok az immar elmé-
leti geometridban az elvontsdg mely fokdig juthatnak — illetve jutottak tényle-
gesen —el?)

Persze sem a geometria, sem a geometria filoz6fidja nem az egyenes fakrol,
nem a fiiggSleges vagy ferde tornyokrol sz6l. Am itt az egyenes és a ferde volt
mint mindségek preteoretikus megitélésének képessége képezi targyunkat,
mely ,,bels6” — a priori — mintdk vagy etalonok nélkiil nem volna lehetséges. E
bels6é mintdk pedig Kantnél a tér mint kiils§ személetiink « priori tiszta formdja,
illetve — dltalinosabb megkozelitésben — az dltalunk ,térszemlélet”-ként meg-
hatdrozott @ priori képesség altal, mintegy annak mozzanataként adottak.
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Az eukleidészi geometria axiémai pedig ezeken a mar preteoretikusan adott
a priori mintdkon alapulnak.

XL NEHANY KIEGESZITO MEGJEGYZES

(1) Térszemléletiink kapcsdn a népszeriisitd irodalomban olykor hivatkoznak
arra, hogy azért taldljuk az eukleidészi geometridt természetesnek, mert a fizikai
vilag tere kozelitSleg eukleidészi. Ez onmagiban tulajdonképpen a geometridra
vonatkoz6 kanti elméletnek ,,kiils6” — azaz nem kantidnus —, evolucionista ala-
tdmasztasa. Ezzel egyiitt az evolucionista érvelés e tipusdval szemben Poincaré
nevezetes ellenérvére hivatkozhatunk, mely szerint sohasem a geometriat vagy
a fizikat teszteljiik 6nmagaban, hanem a kett§ kapcsolatdra vonatkozé hipotézi-
seinket. Igy ha egy hiromszégelési kisérletben a hiromszog dsszegeit kisebb-
nek vagy nagyobbnak mérjiik, mint két derékszog 6sszegét, ezt értelmezhetjiik
ugy is, hogy nem a tér, hanem a fény terjedési vonala a ,,g6rbe” — azaz nem a tér,
hanem a fénysugir hajlik el az eukleidészi egyenestsl (vo. Poincaré 1908).

(2) Poincaré kapcsin megjegyezziik még, hogy az analitikus geometridban az
cukleidészi geometria gorbiilete nulla, azaz hidnyzik. Kézenfekv§ lehet ezt a
matematikai tényt az egyenes mint mindség kitiintetettségének szdmszeri ma-
tematikai leképezéseként tekinteni. Az ugyanakkor, hogy ez matematikai érv-
ként folhasznalhat6-e az eukleidészi geometria @ priori voltara vonatkoz6 kanti
tézis mellett, tovabbi vizsgalédast igényel. (A ,,nulla” szamértéket, azaz a gor-
biileti origdt egy szférikus vagy hiperbolikus geometridhoz is rendelhetjiik, és
ekkor az eukleidészi geometridnak is nullatdl eltérd gorbiilete lesz. Kérdéses,
hogy egy ilyen origvilasztis a szemlélet figyelmen kiviil hagyisa esetén kovet-
kezmények nélkiil, teljesen szabadon megtehet§-e?)

(3) Folvetddik a kérdés, hogy ha Iéteznek f61don kiviili hairomdimenzids 1ények,
érvényes-e rajuk Kantnak az eukleidészi geometria a priori voltdra vonatkoz6
tézise? Persze Kant allitdsa nemleges vilasz esetén is érvényben maradna az
emberiség tekintetében. Az dltalinosabb érvényesség mellett sz6l ugyanak-
kor, hogy az egyenes és a fiiggbleges mint mindségek észlelése a hasonldk és a
nem hasonlék kozotti megkiilonboztetés képességén nyugszik (a gérbe vonalak
mind hasonlitanak abban, hogy nem rendelkeznek az ,,egyenes” mingségével
stb.), és elképzelhetetlen olyan hirom dimenzids értelmes megismerd 1ény, aki
ne birna e képességgel. Emiatt is erGsen kétséges az el6bbiekben emlitett ,,kiil-
sG”, evolucionista megtdmogatdsa Kantnak, hiszen a kiilénbség és a hasonl6sig
folismerésének képessége nem kothetd dssze egyetlen konkrét fizikai vagy ter-
mészettudomanyos-empirikus elmélettel sem: ahhoz hogy egyaltaliban megfi-
gyeléseket tehessiink, és azokat rendszerezni tudjuk, mar eleve sziikségiink van
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erre a képességre. Ha evoliciéelméletileg szeretnénk megtamogatni Kantot, ak-
kor sokkal inkdbb erre a kiilonbségtevd képességre mint az életben maradas
foltételére célszerii hivatkozni, melynek nyoman az elébbiek szerint mar adédik
az eukleidészi geometria kanti értelemben vett a priori volta. (A fantazmagéridk
gombszféran €16 fiktiv, kétdimenzids lényeinek az egyenes és a gérbe a priori
szemléleti megkiilonboztetése ellenére lehet nem-cukleidészi tapasztalati geo-
metridjuk — kérdés, hogy ha e fantdzialények valéban értelmesek, nem jutna-
nak-e el igy is az eukleidészi geometria kitiintetéséhez? De tanulmédnyunkban
nem foglalkozunk fantazmagéridkkal.)

(4) Az elébbi fejtegetés folveti azt a mai filoz6fidn beliil ,,tiltott” klasszikus me-
tafizikai-teoldgiai kérdést, hogy vajon egy mindenhat6 1ény teremthetett vol-
na-e — vagy teremtett-¢ — olyan hirom dimenziéban €16, haromdimenziés értel-
mes Iényeket, akik térszemlélete nem eukleidészi. E kérdés a mindenhatdsag
fogalmédbdl kovetkezd paradox kérdések egyike, és rokon azzal a kartezidnus
kérdéssel, hogy Isten teremthetett volna-e olyan vildgot, melyben nem a jelen
matematika tételei az érvényesek. Mint ilyen, e kérdés nyilvan tdl van a tisz-
ta ész kanti értelemben vett hatdrain, és a mai korszellem kontextusiban obs-
kidrusnak és spekulativnak mindsiil. Ezzel egyiitt ez tanulmanyunk tirgyanak
legmélyebb rétegét érinti: arra mutat rd, hogy az eukleidészi geometria a priori
voltdnak problémakdére ugyanazon a szinten taldlhatd, ahol a logikai torvényei-
nek és a logikai sziikségszertiségnek a kérdése.

Ami a teoldgiai dimenzidt illeti, T'6th Imre kivalé torténeti vizsgiloddsaiban
kitér arra, hogy az eukleidészi geometria kérdése — kiilonosen a 17-18. szaza-
di protestins teolégidban — valéban 6sszekapcsolddott az isteni mindenhat6sag
kérdésével (vo. Toth 2000a), s az 6 nyomaban Tandcs Janos is foglalkozik ezzel
(Tandcs 2015). Csakhogy az akkori teol6gusok és T'éth Imre ket kovets meg-
kozelitésétdl elérGen Kantot helyesen interpretilva ebben az Osszefiiggésben
nem az a kérdés, hogy Isten teremthetett volna-e nem eukleidészi vildgot vagy
vildgokat, hanem az, hogy teremthetett-e volna — teremtett-¢ — olyan hdrom-

dimenzids értelmes Iényeket, akiknek « priori térszemlélete nem eukleidészi.

XII. GEOMETRIA ES SZABADSAG: REFLEXIO TOTH IMRERE

T'6th Imre értelmezésében a nem eukleidészi geometridk folfedezése az emberi
szabadsdgért folytatott harc része volt (v6. 'T'6th 2000b). S annak ellenére, hogy a
nem-cukleidészi geometridk kérdését Kanttdl eltérGen mint a vildgrendet illetd
ontolégiai kérdést targyalja, az alapkérdés tekintetében igaza van: a nem cuklei-
dészi geometridk folfedezése megkovetelte a szemlélet megkotd ereje aldl valé
felszabadulast, és ez nem lehetett konnyfi.
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Ha tovabbgondoljuk T6th Imre ezen értelmezését, nyilvinvaléva vilik, hogy
ezen 1) geometridk felfedezsi joval tobbet nydjtottak szdmunkra, mint a nem
eukleidészi ,,0j vilig”-okat: e geometridk mint észbeli konstrukciok megjele-
nésével kezdddott a szemlélettdl elszakadé modern matematika kialakuldsa,
mely mindenképpen a matematikai gondolkodds — s eziltal az emberi szellem —
egyfajta folszabaduldsit jelentette. Csakhogy paradox médon ez a matematika
is egy bizonyos értelemben kantidnus alapokon nyugszik: a szimbélumok, az
azokbdl alkotott 6sszetett szimbdélumsorok, valamint a levezetési szabilyokkal
valé manipulacié foltételezi a térbeli alakzatok kozotti kiilonbség folismerésé-
nek képességét. E képesség pedig sziikségképpen csupan a priori lehet, hiszen
nélkiile eleve nem észlelhetnénk az alakzatokat.(Ami persze nem zérja ki azt,
hogy az evoltcié sordn kialakult @ priori adottsagrol legyen e tekintetben sz6).

[gy a szemléletts] val6 elszakadas 4ltal jellemzett modern matematika — mely-
nek Hilbert-féle programja az el6bbiek értelmében véve tudatosan kantidnus
alapon fogalmazdédott meg — a maga szimbdlumaival, konstrukcidival ma is el6-
foltételezi a térbeli alakzatok szemlélését lehetévé tévd a priori adottsdgot, és
ennyiben annak ellenére, hogy axiomdiban radikalisan elszakadt a szemlélettdl,
tovdbbd nem foltételezi a tér kanti értelemben vett a priori voltdt sem, ma is
,kantidnus”.
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